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Вступ 

Оцінка стійкості є однією з найбільш складних задач аналізу та дослі-

дження лінійних параметричних кіл (ЛПК), оскільки вона характеризуєть-

ся і складністю математичного апарату, і громіздкістю математичних об-

числень [1]. У [2], на наш погляд, подано простий та ефективний спосіб 

оцінки стійкості ЛПК, який оснований на визначенні у комплексній пло-

щині s j   коренів степеневого полінома знаменника ( )s  нормаль-

ної передавальної функції інерційної  частини такого кола [2]: якщо дійсні 

частини усіх коренів від’ємні, то коло асимптотично стійке, якщо ні – то 

нестійке. Такий підхід до оцінки стійкості реалізований у системі функцій 

MAOPСs [3, 4] і показав свою ефективність при аналізі ряду електронних 

пристроїв, що моделюються у вигляді ЛПК.  

Як показала практика, адекватність оцінки стійкості, зокрема ЛПК, 

шляхом визначення коренів степеневих поліномів ( )s  визначається точ-

ністю обчислення цих коренів. Однак, методи визначення коренів є ви-

ключно числові, тому й точність результату наперед не може бути прогно-

зована [5]. Крім того, перевірка точності визначення коренів підстановкою 

їх у відповідний поліном теж не завжди дієва, оскільки, своєю чергою, час-

то пов’язана з неточністю обчислень [5].  

Метою даної роботи є дослідження точності (достовірності) оцінки 

стійкості ЛПК частотним символьним методом (ЧС-метод) [2] та визна-

чення шляхів її забезпечення.  
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Зазначимо, що ЧС-метод передбачає визначення передавальних функ-

цій за їх апроксимації поліномами Фур’є. Тому можемо вважати, що похи-

бка результатів визначається: а) кількістю перших k  гармонічних складо-

вих, обраних до апроксимаційного виразу передавальної функції (за осно-

вною частотою   розкладу у ряд Фур’є, що визначається як найбільший 

спільний дільник з основних частот періодичної зміни параметричних еле-

ментів кола [2]); б) кількістю r  десяткових цифр, узятих для представлен-

ня чисел, що визначає точність виконання арифметичних дій. Отже, точ-

ність оцінки стійкості кіл в нашому випадку визначається обраними зна-

ченнями величин k  та r , зменшення яких може призвести до погіршення 

точності, а надмірне збільшення – до неоправданих затрат комп’ютерного 

часу та пам’яті. Останнє достатньо критичне, оскільки аналіз реальних па-

раметричних пристроїв з декількома параметричними елементами ЧС-

методом проводиться на граничних можливостях символьного процесора 

сучасних версій MATLAB, тому при надмірних значеннях k  та r  можливе 

виникнення некоректних ситуацій.  

Дослідження одноконтурного параметричного підсилювача з рис.1 

Для висвітлення мо-

жливої неточності обчи-

слень коренів полінома 

( )s глибину модуляції 

0.127m  параметричної 

ємності підсилювача, що 

змінюється гармонічно, 

обрано близькою до межі 

нестійкості ( 0.128m ). 

За ЧС-методом степінь 

полінома ( )s , корені 

якого свідчать про стій-

кість/нестійкість кола, визначається за виразом (2 1)n k  , де n  – порядок 

диференціального рівняння, що описує дане коло. На рис. 2,а – і зображені 

на комплексній площині значення коренів, обчислені за допомогою систе-

ми функцій MAOPCs (спряжені корені в силу своєї симетричності на рис.2 

та наступних рисунках не показані) при кількості гармонічних складових k  

у передавальних функціях від 1 до 10 та для 13r  . Оскільки диференціа-

льне рівняння підсилювача має другий порядок, то при кількості гармоніч-

них складових 1,2, ,10k   степінь полінома ( )s відповідно дорівнює 

6,10,…,42. Кількість показаних на рис.2,а-і коренів є 3, 5,…, 21, відповідно. 

Для кількісного порівняння зміни їх числових значень при збільшенні k  

усі ці корені суміщені у одній комплексній площині, яка наведена на рис.3. 

За аналогією на рис.4 зображено корені, які обчислені для таких самих k , 

 
Рис. 1. Одноконтурний параметричний підсилювач 

m сi( t ) I cos( t ),     0 1c( t ) c ( m cos( t )),    
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однак при 21r  . Як бачимо, на рис.3 та рис. 4, деякі корені при зростанні 

k  уточнюються суттєво і це помітно на рисунках, а деякі – незначно, тому 

на рисунках вони накладені один на одного.  

 
a) 1k   

 
б) 2k   

 
в) 3k   

 
г) 4k   

 
д) 5k   

 
е) 6k   

 
є) 7k   

 
ж) 8k   

 
з) 9k   

 
і) 10k   

Рис. 2. Корені полінома ( ) s  схеми підсилювача з рис.1 при кількості гармонічних 

складових k  у передавальних функціях від 1 до 10 та для 13r   
Аналіз отриманих результатів, представлених на рис.3 та рис.4, дає під-

ставу зробити наступні висновки: 

1. При зростанні кількості гармонічних складових k  у поліномі ( )s  

кількість коренів у ньому, відповідно, теж зростає. Серед коренів полінома 

( )s  для певного значення k  є корені, що мають місце для кількості ( 1)k   

гармонічних складових у цьому поліномі, а також і «нові» корені. Оскільки 
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при зростанні k  поліном ( )s  уточнюється, то й його корені, що отриму-

ються при зростанні k , слід вважати більш точними. 

 

Рис. 3. Корені полінома ( ) s  схеми 

підсилювача з рис.1 для 13r   

Рис. 4. Корені полінома ( ) s  схеми 

підсилювача з рис.1 для 21r   

2. При степенях полінома ( )s  від 6 до 30 (для значень k  від 1 до7) йо-

го корені визначаються достатньо точно. Тому наступні корені візуально 

накладаються на попередні, що видно на рис.3 та рис.4. (символ  синьо-

го кольору переважає).  

3. З рис.3 витікає, що при значеннях k  від 7 до10, які відповідають сте-

пеням поліномів від 30 до 42, корені визначаються менш точно (вони не 

накладаються один на одного). Це означає, що зазначена вище похибка (б) 

починає переважати над похибкою (а), і обчислення слід повторити при 

збільшеному значенні r . 

4. З рис.4 витікає, що при більшому значенні r  розташування дійсних 

частин коренів поліномів вищих степенів візуально залишається таким же, 

як і для поліномів нижчих степенів. Це говорить про достатність значення 

r  у таких обчисленнях. 

5. Усі корені з рис.4 розташовані у лівій півплощині (при збільшеному 

масштабі це видно добре). Деякі корені з рис.3 розташовані у правій півп-

лощині. Оскільки коло завідомо стійке, то це говорить про те, що недоста-

тні значення r  можуть призводити до хибних суджень про стійкість кола.  

6. Корінь з найбільшим номером, обчислений для деякого значення k  

(3-й на рис.2,а, 5-й на рис.2,б, 7-й на рис.2,в, …, 21-й на рис.2,і) з дійсною 

частиною -20122271,0488294 при обчисленнях коренів для значення 

1k k   розщеплюється на два корені. У випадку точної апроксимації пе-

редавальних функцій k  має значення  , і у цьому випадку корінь, що ро-

зщеплюється, буде відсутній. Тому вважаємо наявність цього кореня ре-

зультатом неточної апроксимації, і у оцінці стійкості кола його не врахову-

ємо.  

7. Аналіз числових значень коренів показує, що їх точність тим більша, 

чим менший номер кореня. Вважаємо, що для заданого k  найбільш точно 
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пораховані перші n  коренів полінома ( )s . А це корені 1 та 2. Своєю чер-

гою, точність коренів 1 та 2 тим більша, чим для більшого значення k  во-

ни обчислені. Тому для оцінки стійкості обираємо корені 1 та 2, обчислені 

для максимального значення k , тобто для 10k   з рис.2і. 

8. Дійсні частини 1-го та 2-го коренів, за якими й оцінюємо стійкість 

кола, на рис.2,і та рис.3 прямують до двох значень: -40189284,9952811 та -

137250,373892005 при 13r   та на рис.4 до: -40189285,0066831 та - 

137250,362447517 при 21r  .  

9. Прийнявши з досвіду, що MATLAB визначає корені поліномів до 30 

степеня достатньо точно, отримуємо практичну залежність для вибору 

значення r : якщо (2 1) 30n k   , то 13r  , якщо (2 1) 30n k   , то 21r  . 

Тому остаточно для оцінки стійкості обираємо корені 1 та 2, визначені при

10k   та 21r  . 

Проведені експерименти з іншими колами дозволили зробити висновок 

про те, що для деякого k  кількість коренів, які розщеплюються при 

1k k   і які не розглядаємо при оцінці стійкості, дорівнює n  (з враху-

ванням спряжених коренів). У нашому випадку 2n  , тому й на рис.2,а-і 

розщепляється завжди тільки один корінь.  

Питання про те, чому відповідні корені розщеплюються на два корені (а 

не на іншу кількість), нами не досліджувалось і є предметом наступних до-

сліджень. 

Дослідження двоконтурного параметричного підсилювача з рис.5 

 
Рис. 5. Двоконтурний параметричний підсилювач 

( ) cos( ),m сi t I t      0 0 1 01 01 0( ) (1 cos( )), ( ) (1 cos( )), 1 ;с сc t c m t с t с m t c пФ              
6 8

0 1 2 298 573 10 0 1 2 100 03c c m c c. рад с;I . mA;s j ; рад с;m m . ;              
 

1 2 1 2 1 24 0 0001 68 36 70795 9 312609/ ;Y Y . Cm;с С пФ;L . нГн;L . нГн.         

На рис. 6,а – г наведені корені полінома ( )s  для підсилювача з 

рис. 5 [3], отримані за допомогою системи функцій MAOPCs при кількості 

гармонічних складових k  у передавальних функціях від 1 до 4 та для 

21r . Значення r  диктується тим, що порядок диференціального рівнян-

ня підсилювача 4n   та добуток (2 1) 30n k   . Степені полінома ( )s  

для 1,2,3,4k   дорівнюють 12, 20, 28 та 36, відповідно. Тому на рис.6,а – г 

без спряжених показано 6, 10,14 та 18 пронумерованих коренів. На рис.6,д 
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та рис.6,е показані два фрагменти з рис.6,г (що виділені прямокутниками 

однакового кольору) у збільшеному масштабі. 

 
а) 1k   

 
б) 2k   

 
в) 3k   

 
г) 4k   

 
д) 4k   (фрагмент) 

 
е) 4k   (фрагмент) 

Рис. 6. Корені полінома ( ) s  схеми підсилювача з рис.5 при кількості гармонічних 

складових k  у передавальних функціях від 1 до 4  для 21r  

На рис. 7 корені з рис. 6,а – г зведені у одну комплексну площину. На 

рис.8 – те саме, але, для порівняння, обчислення проведені для значення 

13r , яке є недостатнім з точки зору точності обчислень. Останнє й виті-

кає з рис.8. Значення глибин модуляції 0cm , 1cm  параметричних ємностей 

( )c t  та 1( )c t  підсилювача з рис. 5 у обчисленнях прийняті однаковими 

0 01 0 03c cm m .   і такими, що забезпечують режим роботи підсилювача 

стійкий і далекий від межі нестійкості. За аналогією з одноконтурним під-

силювачем, деякі корені двоконтурного при зростанні k  теж уточнюються 

незначно, і на рис. 7 візуально майже не змінюють своє розташування. То-

му такі корені є накладені один на одного, і на рис. 7 бачимо корені, що 

визначені останніми.  

З рис. 7 витікають висновки, які є аналогічними до висновків, наведе-

них для одноконтурного підсилювача (рис. 3 та рис. 4):  

– згідно висновків 6 – 9 з дослідження одноконтурного підсилювача, 

корені 17 та 18, (з рис.6,г з дійсними частинами -7.251437468830340e+05 та 

-7.248923489026104e+05) з оцінки стійкості виключаються. Стійкість слід 

оцінювати тільки по перших n  коренях 1, 2, 3 та 4; 

– дійсні частини коренів 1, 2, 3 та 4 на рис. 7 прямують до двох  значень 

-7.249991486184138e+05 та -7.249066498046274e+05 ( 21r  ), які й обира-

ємо для оцінки стійкості, і на рис.8 прямують до неточних двох значень: 

7.249067274239230e+05 та -7.249990710934853e+05 ( 13r  ); 
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– як витікає з рис. 8 недостатні значення r  можуть призводити до хиб-

них суджень про стійкість кола. 

 

Рис. 7. Корені полінома ( ) s  схеми 

підсилювача з рис.5 для 21r  

Рис. 8. Корені полінома ( ) s  схеми 

підсилювача з рис.5 для 13r  

Дослідження підсилювача з рис. 5 при 
1

( )с t const  

На рис. 9 наведено визначені за системою MAOPCs корені полінома 

( )s  кола з рис. 5 при 
1( )c t const .  

 
а) 1k   

 
б) 2k  

Рис. 9. Корені полінома ( ) s  схеми підсилювача з рис.5 при різній кількості 

гармонічних складових та 0.2m   для 13r  

Згідно висновків 6 – 9 з дослідження одноконтурного підсилювача, ко-

рені 9 та 10, (з рис.9,б з дійсними частинами -7.250499542609729e+05та -

7.245387804693191e+05) з оцінки стійкості виключаються. Стійкість слід 

оцінювати тільки по коренях 1, 2, 3 та 4; 

З проведених експериментів випливає наступне: оскільки дійсні части-

ни коренів 1, 2, 3, та 4 при 2k  дорівнюють дійсним частинам коренів 1, 

2, 3 та 4 при 3k  то робимо висновок про те, що двох гармонічних скла-

дових у поліномі ( )s  з точки зору точності обчислень, тобто 2k , доста-

тньо. Користуючись наведеною раніше практичною залежністю для вибо-

ру значення r : (2 1) 30n k   , визначаємо, що для забезпечення задовіль-
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ної точності обчислень у цьому випадку достатньо обрати 13r  . 

З рис. 9,б витікає висновок, який є аналогічним до висновків, наведених 

для одноконтурного підсилювача та двоконтурного підсилювача з двома 

параметричними елементами:  

– дійсні частини коренів 1 та 3 на рис. 9,а та рис. 9,б прямують до зна-

чення -1.357034727449057e+06, а  дійсні частини коренів 2 та 4 на рис. 9,а 

та рис. 9,б прямують до значення -9.255676651636571e+04 та ( 13r ), які й 

обираємо для оцінки стійкості. 

На рис.10 представлені траєкторії руху коренів полінома ( )s  при 

2k  та зміні 0.2:0.01:0.25m  для 13r . 

 
Рис. 10. Корені полінома ( ) s  схеми підсилювача з рис.5 при 2k   та зміні 

0.2:0.01:0.25m   для 13r . Чорним кольором позначені корені для 0.2m   

Як витікає з рис. 10, корені 2 та 4 при значенні 0.2292m  мають ще 

від’ємні дійсні частини, а при значенні 0.2293m  ці корені вже мають до-

датні дійсні частини. Дійсні частини коренів 1 та 3 у цьому випадку 

від’ємні.  Це означає, що підсилювач з рис. 5 при 
1( ) с t const  між значен-

нями 0.2292m  та 0.2293m  втрачає стійкість і переходить у область не-

стійкості. Ці дані повністю збігаються з результатами, отриманими за про-

грамою Micro-Cap. 

Висновки 

Для забезпечення достовірності оцінки стійкості ЛПК на підставі ЧС-

методу необхідно аргументовано вибирати кількість k  гармонічних скла-

дових при апроксимації передавальних функцій поліномами Фур’є  та кі-

лькість r  цифр, узятих для представлення чисел, що визначає точність ви-

конання арифметичних дій. В даній роботі  на прикладах схем одноконту-

рного та двоконтурного параметричних підсилювачів досліджено поведін-

ку коренів поліномa ( )s залежно від  параметрів k  та r і вироблено реко-

мендації стосовно їх вибору. Обчислювальні експерименти підтверджу-

ють: а) високу ефективність оцінки стійкості лінійних параметричних кіл 

ЧС-методом; б) те, що цей метод на сьогоднішній день є одним з кращих 

відомих методів такої оцінки. 
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Шаповалов Ю. І., Мандзій Б. А., Бачик Д. Р. Про точність оцінки стійкості лі-

нійних параметричних кіл частотним символьним методом. В роботі розглянуто 

питання дослідження точності оцінки стійкості лінійних параметричних кіл частот-

ним символьним методом та визначення шляхів її забезпечення. Оцінка зводиться до 

обчислення дійсних частин коренів знаменника нормальної передавальної функції 

інерційної частини лінійного параметричного кола. В даній роботі на прикладах схем 

одноконтурного та двоконтурного параметричних підсилювачів досліджено поведінку 

коренів знаменника нормальної передавальної функції залежно від  кількості врахова-

них гармонічних складових та десяткових цифр( узятих для представлення чисел) і ви-

роблено рекомендації стосовно їх вибору. 

Ключові слова: лінійні параметричні кола, частотний символьний метод,  

стійкість. 
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Шаповалов Ю. И., Мандзий Б. А., Бачик Д. Р. О точности оценки устойчивости 

линейных параметрических цепей частотным символьным методом. В работе 

рассмотрены вопросы исследования точности оценки устойчивости линейных пара-

метрических цепей частотным символьным методом и определение путей ее обеспе-

чения. Оценка устойчивости сводится к вычислению действительных частей корней 

знаменателя нормальной передаточной функции инерционной части линейной пара-

метрической цепи. В данной работе на примерах схем одноконтурного и двухконтур-

ного параметрических усилителей исследовано поведение корней знаменателя нор-

мальной передаточной функции в зависимости от количества учитываемых гармони-

ческих составляющих и десятичных цифр (взятых для представления чисел) и вырабо-

таны рекомендации относительно их выбора. 

Ключевые слова: линейные параметрические цепи, частотный символьный метод, 

устойчивость. 

 

Y. Shapovalov, B. Mandziy, D. Bachyk. About the accuracy of assessment of stability of 

linear periodically time-variable circuits by the frequency symbolic method. 

Introduction. Researching the accuracy (reliability) assessment of the stability of linear 

periodically time-variable circuits by the frequency symbolic method and determining the 

ways of ensuring it are considered in the paper. Assessment of stability is reduced to calculat-

ing the real parts of the denominator roots of the normal transfer function of a parametric 

linear circuit inertial part. 

Main part. It should be noted that the frequency symbolic method involves determining 

the transfer functions of their approximation by the Fourier polynomial. Therefore, we can 

assume that the error of the results are determined by: a) the number of the first k harmonic 

components selected to expression approximating of the transfer function; b) the number of 

decimal digits r taken for representing numbers that defines accuracy of performance of 

arithmetic actions. Thus, the accuracy of estimating stability of circles in our case is deter-

mined by selected values of k and r, a decrease which can lead to deterioration of accuracy, 

but excessive increase - to unjustified costs of computer time and memory. Last is enough 

critical, since the analysis of real parametric devices with several parametric elements by the 

frequency symbolic method is carried on critical opportunities of symbolic  processor of  the 

modern versions of MATLAB, so at excess value of k and r possible occurrence of incorrect 

situations. 

Conclusions. To ensure the reliability of assessment of linear periodically time-variable 

circuits stability based on the frequency symbolic method necessary reasoned to choose the 

number of harmonic components in the approximation of the transfer functions by the Fourier 

polynomial and the number of digits taken for representing numbers that defines accuracy of 

performance of arithmetic actions. 

Keywords: LPTV circuits, frequency symbolic method, stability. 

 


