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РОЗВ’Я ЗАННЯ ЗАДАЧІ ДЕКОНВОЛЮЦІЇ ЗА УМОВОЮ 
ОПТИМІЗАЦІЇ ФОРМИ РЕЗУЛЬТУЮЧОЇ ІМПУЛЬСНОЇ 

ХАРАКТЕРИСТИКИ 
 

Наталенко С.С. Рибін О.І.  
 

Модель деградації образу ( , )z x y , відтворюваного системою відобра-
ження і лінійному наближенні, можна представити у вигляді [1,2] 

( , ) ( ', ') ( ', ') ' ' ( , )z x y O x y g x x y y dx dy x y
 

 

     , (1) 

де ( , )O x y — вихідний образ, ( , )g x y  — імпульсна характеристика системи 
(не точкова); ( , )x y  — невідома реалізація адитивного шуму. 

Найбільш розповсюдженими є методи реставрації, такі, що за відомою 
імпульсною характеристикою ( , )g x y , отриманим спотвореним (деградо-
ваним) образом ( , )z x y  та апріорною інформацією про адитивний шум 

( , )x y , дозволяють знайти оцінку образу � ( , )O x y , яка б за обраними крите-
ріями мало відрізнялася від вихідного образу ( , )O x y  і при цьому рівень 
шуму в реставрованому образі не перевищував би рівень шуму в (1) [1,2].  

Інший підхід [1] до розв’язання задачі реставрації полягає у побудові 
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корегуючого сигнал ( , )z x y  фільтру, з імпульсною характеристикою 
( , )m x y  такою, що результуюча імпульсна характеристика ( , )c x y : 

( , ) ( , ) ( , )c x y g x y m x y   (2) 
була б максимально наближеною до δ-імпульсу (мала б найбільшу гостро-
ту), але за умови не перевищення рівня (або енергії) шуму, отриманого в 
результаті корекції вихідного образу ( , )z x y . Ясно, що при відсутності шу-
му імпульсна характеристика ( , ) ( , )c x y x y , а коефіцієнт передачі коре-
гуючого фільтра в (2) 

1( , )
( , )x y

x y

m j j
G j j

  
 

. (3) 

При наявності шуму обчислення коефіцієнта передачі за (3) може при-
звести до такого його збільшення, при якому оцінка образу ˆ ( , )O x y  може 
бути повністю цим шумом замаскована. Тому мірою спотворень результу-
ючої імпульсної характеристики обирають гостроту 

2

2

2

( , ) ( , )

( , )

D x y c x y dxdy
r

c x y dxdy

 

 
 

 


 

 
, (4) 

де ( , )D x y  вагова функція, яка штрафує значення за межами певної області, 
до якої належить результуюча імпульсна характеристика. 

Для простоти ілюстрації властивостей методу деконволюції в області 
натуральних координат та в запропонованому в роботі методу деконволю-
ції в області перетворення Фур’є перейдемо до одновимірних сигналів. В 
цьому випадку гостроту (4) можна записати [1] в дискретному вигляді 

2

T

T

m Amr
m Bm

 , 

де m  — стовпець відліків шуканої корегуючої імпульсної характеристики 
( , )m x y ; T — знак транспонування матриці; елементами матриць A  та B  є 

відповідно 

( ) ( ) ( )ij i jA D x g x x g x x dx




   ; 

( ) ( )ij i jB g x x g x x dx




   . 

Оскільки дисперсія шуму 2

0  після корекції: 
2
0

T

m R m  , (5а) 

де R  — кореляційна матриця шуму, то для виконання корекції потрібно 
виконати умови 
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2
1 min

T

T

m Amr
m Bm

    ; (6а) 

2 2
0

T

m R m     , (6б) 

де 2

0  — дисперсія шуму до корекції. 
З рівняння (6а) за методом невизначених коефіцієнтів Лагранжа маємо 

1 0
T T

m Am m Bm   , 
а з (6б) 

2
0 0

T

m R m    . 
Об’єднуючи останні рівняння з коефіцієнтом 2 , одержуємо 

2
1 2 0( ) ( ) min

T T T

m Am m Bm R m      . (7) 
Лінеаризуємо умову (7) її диференціюванням по кожному елементу 

im  стовпця m . Це призведе до системи лінійних рівнянь 

2 1( )A R m Bm     
або 

1

2 1( )B A R m m


    . 
Останнє рівняння можна переписати у більш зручній формі 

 1

2 1( ) 0B A R E m



       

, (8) 

де E  — одинична матриця; 0  — стовпець нулів. 
Вираз (8) співпадає з виразом для визначення власного вектора m  мат-

риці 
1

2( )B A R Q



     

 за її власним числом 1 , яке (що видно з (6а)) є 

найменшим серед власних чисел [4,5]. 
Таким чином, алгоритм методу деконволюції в натуральних координа-

тах за критерієм форми імпульсної характеристики має наступний вигляд: 
1) обчислити матриці B , A , R ; 

2) надати значення 2  і обчислити матрицю Q ; 

3) знайти власні значення 1  матриці Q  і обрати з них найменше; 
4) знайти власний вектор за (8), що відповідає власному значенню mini  ; 
5) знайти оцінку образів �O ; 
6) якщо отримані образи задовільні, то обчислення закінчити, якщо ні, то 
перейти до пункту 2 алгоритму. 

Опис запропонованого алгоритму 
При великих форматах образу задача як формування рівняння (8), так і 
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його розв’язання стає надзвичайно  складною. Так для формату двомірного 
образу 1024х1024 слід сформувати матрицю Q  і знайти її власні значення, 
коли порядок матриці 3 61024 10N   . 
Ясно, що більш перспективним представляється перехід до області пере-
творення Фур’є, оскільки, наприклад, матриці спектрів ( )G j , ( )m j , 

( )B j , ( )R j   будуть діагональними. 
Для переходу до області трансформант Фур’є розглянемо знову форму-

ли (2) та (4). Так в (2) за теоремою про згортку оригіналів маємо 
( ) ( ) ( ) ( )g x m x G j m j   � . (9) 

Для переводу в частотну область виразу (4) використаємо теорему Пар-
севаля, за якою 

22 1( ) ( ) ( ) ( )
2

D x c x dx D j C j d
 

 

    
  , (10) 

22 1( ) ( )
2

c x dx C j d
 

 

  
  . 

Тоді 
2

2

2

( ) ( )

( )

D j C j d
r

C j d








   


 




. (11) 

Вираз знаменника (11) (при переході до дискретів) можна записати як 

2 2 2 1[1] ( )[1] [1] ( ) ( )[1]
T T

C G m      , (12) 

де 2C , 2G , 2m  — діагональні матриці порядку N елементами яких є відпо-
відно 2 ( )kC  , 2 ( )kG  , 2 ( )km  , тобто квадрат модулів перетворень Фур’є 
від дискретних функцій ( )c x , ( )g x , ( )m x  на дискретних частотах k ; [1]  — 
стовпець одиниць розміру 1N  , Т — знак транспонування матриці. 

Аналогічно, чисельник (11) можна представити у вигляді 

2 2 2 2[1] ( ) ( )[1] [1] ( ) ( )[1]
T T

C D m        , (13) 

де 2 ( )   — дискретний оператор згортки, в якому елементи добутку 

2( ) ( )D G   розташовані в кожному рядку (починаючи з найбільшого номе-
ра k  частоти k  з нумерацією справа наліво). При цьому в нульовому ряд-
ку розміщено (в клітинці (0,0)) один елемент 1 2 1( ) ( )N ND G   , в другому в 
клітинці (1,1) 1 2 1( ) ( )N ND G   ,а в клітинці (1,0) 2 2 2( ) ( )N ND G    і т.д. В ко-
жному наступному рядку матриці 2  ряд добутків 2( ) ( )k kD G   посуваєть-
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ся на один крок праворуч; ( )D   обираємо для зручності дійсним, що від-
повідає симетричній (парній) відносно початку координат функції ( )D x . 

Умову (11) з урахуванням (12), (13)можна записати у вигляді 2 2 1    , 
або 

2 2 1 0    , (14) 
де 2  — коефіцієнт варіації Лагранжа. 

Умова (5а) при цьому набуває вигляду 
2

2 0[1] ( ) ( )[1] 0
T

W m      , (15) 

де W  — діагональна матриця, елементами діагоналі якої (за теоремою Ві-
нера-Хінчина) є значення спектра потужності шуму на дискретних часто-
тах. 

Підсумовуючи (14) та (15) з коефіцієнтом варіації 2 , одержуємо 

2
2 2 1 2 2 2 2 2 0[1] ( ) ( )[1] [1] ( ) ( )[1] [1] ( ) ( )[1] min

T T T

m G m W m             . (16) 

Квадратична форма (16) після диференціювання по im , елементам мат-
риці  

2 ( ) ( )m m j m j    , 

з урахуванням 2 2( )[1]m m  , де 2m  — стовпець відліків 2 2 ( )i im m  , взя-
тих з діагоналі 2m , приводить до виразу 

1

2 2 2 1( )( ( ) ( )) ( ) 0G W E m



           

, (17) 

де ( )m   — значення коефіцієнта передачі шуканого фільтра (з імпульсною 
характеристикою ( )m x ) на дискретних частотах розміру 1N  ; 0  — стов-
пець нулів розміру 1N  . 

На відміну від (8) у виразі (17) обернення матриці 2 ( )G  , оскільки  вона 
діагональна, не становить труднощів. Вираз (17) є виразом для пошуку 
власного вектору ( )m   при даному власному значенні 1  матриці  

1

2 2 2( )( ( ) ( ))G W


      , 

яке за умовою (4), (11) до того ж повинно бути найменшим серед усіх вла-
сних значень i . 

Розглянемо тепер структуру формули (17) детальніше. Так матричний 
оператор 2 ( )   створено множенням дискретного оператора згортки спек-
тру штрафної функції з діагональною матрицею відліків спектра потужно-
сті 2 ( )G   імпульсної характеристики 
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 . (18) 

В матричному виразі (18) для наочності ілюстрації приймемо, що 
спектр штрафної функції містить лише три відліки 0D , 1D , 2D . Віднімання 

від матриці 2  діагональної матриці 2 ( )W   приводить результат 

1 2 2 ( )W       до вигляду 
 

 
 

 

2
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2 2
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. (18а) 

А множення виразу (18а) на діагональну матрицю 
1

2G


 дає результат 
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. 
(19) 

Як видно з матриці (19), вона має трикутниковий вигляд, тому визнач-
ник  

2 E   
буде дорівнювати добутку елементів її головної діагоналі 

     2 2 2
0 0 2 0 0 1 2 1 0 2

2 2 2 2
0 1 1

N N

N

D G W D G W D G W
G G G

  



       
          

    
 . (20) 

Тому будь-яке k-те власне значення матриці 2  має вигляд 
 2

0 2( )

2

k kk

k

D G W
G

 
  . (21) 
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Отже для трикутникової матриці 2  проблема власних значень 

розв’язується (21) дуже просто. Матрицю 2  в (18) вважаємо трикутнико-
вою. Але, насправді, вона має в верхньому правому куту ненульові елеме-
нти. Наприклад, в першому рядку матриці (19) справа наліво маємо насту-
пні елементи 2

1 1NDG  , 2

2 2ND G   і т.д. Але, якщо формат матриць 2 , 1 , 2  

взяти більшим, ніж формат матриці 
1

2G


 (при цьому усі значення більші від 
вихідного формату, зумовленого форматом сигналу в діагоналі матриці 

1

2G


 слід доповнити нулями), то елементи верхнього трикутника будуть 

множитися на нулі, внаслідок чого матриці 2 , 1 , 2 , можна вважати 
трикутниковими. 

Реалізація запропонованого алгоритму 
Для апробації запропонованого алгоритму було розроблено його про-

грамну реалізацію на ПЕОМ. Для ілюстрації  можливостей запропоновано-
го методу розглянемо реставрацію одновимірного сигналу, спотвореного 
неточковою імпульсною характеристикою (рис. 1а), модуль АЧХ імпульс-
ної характеристики моделі деградації (1) наведено на рис. 1б. 

 

 

 
Рис.1а. Неточкова імпульсна 

характеристика  
Рис.1б. АЧХ неточкової імпульсної 

характеристики 

Для обчислення імпульсної характеристики корегуючого фільтра вико-
ристовувалася функція штрафу, АЧХ та часовий оригінал якої наведено на 
рис. 2а та 2б відповідно.  

При реалізації алгоритму було отримано спектр корегуючого фільтра 
( )m  ,АЧХ якого наведено рис. 3а, а його оригінал — на рис. 3б. При цьому 

результуюча імпульсна характеристика (результат згортки ( )m x  та ( )g x ) 
має вигляд рис 4а, а її АЧХ — рис. 4б. При цьому вхідний сигнал наведено 
на рис. 5, його деградований за (1) варіант — на рис. 6, а результат рестав-
рації — на рис.7. 
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Рис.2а. Часовий оригінал функції штрафу  Рис.2б. АЧХ функції штрафу 

 

 

 
Рис.3а. Оригінал корегуючого фільтра  Рис.3б. АЧХ корегуючого фільтра 

 

 

 

 
Рис.4а. Результуюча імпульсна характе-

ристика  Рис.4б. АЧХ результуючої імпульсної 
характеристики 

 

 

 

 
Рис.5. Вхідний сигнал  Рис.6. Деградований вхідний сигнал 
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Висновки 
     1. Комп’ютерна реалізація запропо-
нованого в роботі методу реставрації 
образу за критерієм гостроти резуль-
туючої імпульсної характеристики по-
казала його достатню ефективність. 
     2. Кількість операцій (порівняно до 
реставрації в натуральних координатах) 
виявилася значно меншою, що дозволяє 
розповсюдити метод на випадок реста-
врації двовимірних образів, прийнят-
них в сучасній техніці форматів. 

3. Проблема власних значень для запропонованого методу практично 
відсутня, що значно спрощує процедуру обчислень. 

4. Проблемою залишається невизначеність процедури вибору коефіціє-
нта Лагранжа 2 , що у подальшому можна компенсувати дослідженням з 
перебором цих значень для різних форм спотворюючої імпульсної харак-
теристики системи деградації. 
Можливість коректних висновків з таких досліджень значень 2  зумовлена 
тим, що на відміну від методу умовної деконволюції реставрація викону-
ється за рахунок імпульсної характеристики однакової для всіх образів да-
ного пристрою, а не за рахунок реставрації конкретного образу. 
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Рис.7  Результат реставрації 


