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Розглядаються моделi оптимальних багатовимiрних сигналiв у виглядi двiйкового монолiтно-групового
коду, в якому будь-яке кодове слово мiстить не бiльше одного блоку послiдовно розмiщених за
кiльцевою схемою однойменних символiв, а множина усiх кодових комбiнацiй взаємно однозначно
вiдповiдає множинi векторних координат усiх вузлових точок багатовимiрної просторової решiтки,
число яких збiгається з кiлькiстю всiх кiльцевих вектор-сум, утворених на послiдовностi векторiв
обраної iдеальної кiльцевої в’язанки (IКВ). Наведенi приклади побудови оптимальних багатовимiрних
сигналiв у виглядi кодових послiдовностей, призначених для проектування сучасних систем зв’язку та
розвитку оптимальних векторних iнформацiйних технологiй.
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Вступ

В сучаснiй науцi i технiцi все ширшого застосува-
ння набувають багатовимiрнi дискретнi сигнали, що
в загальному випадку є багатовимiрними функцi-
ями просторових незалежних змiнних. Наприклад,
в системах автоматичного керування такими фун-
кцiями можуть бути векторнi поля, де взаємодiя
мiж ланками системи здiйснюється на контактних
полях вiдповiдної розмiрностi, у фiзицi — просто-
ровий розподiл енергiї квантового потоку вздовж
напрямку випромiнювання i т.п.

Пiд час моделювання багатовимiрних сигналiв
зручно користуватися поняттям просторової систе-
ми координат. При цьому пiд координатами си-
гналу розумiють будь-якi аргументи, на числовiй
осi яких проектуються значення сигналу i фiксу-
ється динамiка його змiни. У галузi радiофiзики
використовують моделi вiдповiдних фiзичних полiв
i фiзичних процесiв, на основi яких створюються
математичнi моделi багатовимiрних сигналiв. Такi
моделi дають можливiсть вивчати їх загальнi вла-
стивостi, замiнювати фiзичне моделювання дослi-
джуваних процесiв математичним, абстрагуючись
вiд їх фiзичної природи. За допомогою математи-
чних моделей є можливiсть описувати властивостi
багатовимiрних сигналiв iз залученням бiльшого чи-
сла визначальних ознак в дослiджуваних процесах,
вiдхиляючи другоряднi менш впливовi ознаки тощо.
Тому синтез, дослiдження та використання власти-
востей оптимальних математичних моделей дво- й

багатовимiрних сигналiв набуває важливого значе-
ння в радiофiзицi, iнформацiйних технологiях та
iнших галузях науки i технiки.

1 Огляд методiв комбiнатор-

ної оптимiзацiї багатовимiр-

них сигналiв

Бiльшiсть сучасних методiв комбiнаторної опти-
мiзацiї багатовимiрних сигналiв базується на вико-
ристаннi класичної теорiї комбiнаторних конфiгура-
цiй [1], алгебричної теорiї чисел [2], циклiчних груп1

i полiв Ґалуа [3]. Вони здебiльшого стосуються син-
тезу одно- або двовимiрних моделей, побудованих
на основi теорiї циклiчних рiзницевих множин [4].
Один з методiв оптимiзацiї багатовимiрних сигналiв
передбачає використання нетрадицiйних комбiна-
торних конфiгурацiй — багатовимiрних iдеальних
кiльцевих в’язанок (IКВ) [5]. В методi використо-
вується принцип оптимальних структурних вiдно-
шень (ОСВ) для багатовимiрних системних об’єктiв.
Цьому сприяло виявлення великого класу дво- та
багатовимiрних IКВ з їх численними iзоморфними
й неiзоморфними перетвореннями [6]. Встановлено,
що багатовимiрнi (або векторнi) IКВ об’єднують
велику групу ще мало дослiджених комбiнаторних
структур, якi за рiзноманiтнiстю тонкої структу-
ри та чисельнiстю значно перевершують класичнi
комбiнаторнi конфiгурацiї. Дослiдження унiкаль-

1https://en.wikipedia.org/wiki/Cyclic_group
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них властивостей тонкої структури багатовимiрних
IКВ висвiтлено в публiкацiях [5, 6]. Проглядається
теоретичний взаємозв’язок структуризацiї багато-
вимiрних IКВ з геометричними формами просторо-
вої обертової симетрiї многовидiв (англ. manyfolds2).
В [5] з’явилося повiдомлення про вiдкриття ново-
го кластеру векторних IКВ, якi зберiгають свою
унiкальнiсть пiд час переставляння векторiв все-
рединi кiльцевої структури. Поруч з класичними
та нетрадицiйними комбiнаторними конфiгурацiя-
ми iснують численнi ансамблi ранiше невiдомих
комбiнаторних конфiгурацiй «зiркового» класу, на-
званих Зiрка «Слава Українi!» [6]. На вiдмiну вiд
знаних комбiнаторних конфiгурацiй, останнi збе-
рiгають свою унiкальнiсть при взаємному перемi-
щеннi векторiв всерединi кiльцевої структури за
зiрковою схемою, причому ця властивiсть зберiга-
ється для двох i бiльше варiантiв перестановок,
залежно вiд порядку та розмiрностi IКВ. До зiр-
кового типу також належать численнi рiзновиди
IКВ, де кiлька векторiв можуть змiнювати свої ве-
личини, а решта — нi. Всi вони надiленi груповими
властивостями, характерними для класичних циклi-
чних груп i можуть представляти певний iнтерес
для побудови та дослiдження моделей оптимальних
векторних сигналiв. Векторнi IКВ зручно розгля-
дати як n–послiдовностi цiлочислових 𝑡-кортежiв,
якi розмiщенi за кiльцевою схемою, де 𝑡-розмiрнiсть
𝑡-модулярної (mod 𝑚1,𝑚2, . . . ,𝑚𝑡)

3 просторової ре-
шiтки 𝑚1 × 𝑚2 × . . . × 𝑚𝑡 = 𝑛(𝑛 − 1)/𝑅, або 𝑚1 ×
𝑚2× . . .×𝑚𝑡 = 𝑛(𝑛−1)/𝑅+1 [6]. Множина значень
усiх 𝑡-модулярних вектор-сум 𝑡-кортежiв, утворених
на цiй послiдовностi, перелiчує множину вузлових
точок циклiчно замкненої по кожнiй осi 𝑡-вимiрної
системи координат рiвно 𝑅 разiв. Векторнi IКВ
охоплюють великий клас комбiнаторних конфiгура-
цiй, якi не мають прямих аналогiв серед класичних
рiзновидiв. Поняття векторних IКВ дають змогу
розширити сферу фундаментальних i прикладних
дослiджень в радiоелектронiцi i сумiжних галузях
знань, водночас збагачуючи потенцiйнi можливостi
сучасної комбiнаторної науки.

2 Постановка задачi

Задача полягає у вдосконаленнi методiв моде-
лювання оптимальних багатовимiрних сигналiв з
використанням нетрадицiйних комбiнаторних кон-
фiгурацiй в ролi моделей — векторних iдеальних
кiльцевих в’язанок (векторних IКВ). Ключовим
завданням постає дослiдження комбiнаторних вла-
стивостей дво- та багатовимiрних IКВ для оптимi-
зацiї багатовимiрних сигналiв як носiїв iнформацiї
з полiпшеними технiчними показниками за надiйнi-
стю пересилання векторних даних каналами зв’яз-

ку. Завдання включає в себе опрацювання методiв
оптимального кодування векторних сигналiв.

3 Метод вирiшення завдання

Метод базується на використаннi математично-
го апарату алгебри векторних в’язанок (В-алгебри)
[6], де елементами в’язанок постають абстрактнi
моделi 𝑡-вимiрних сигналiв у виглядi послiдовно
впорядкованих за кiльцевою схемою цiлочислових 𝑡-
кортежiв. Числовi значення кортежiв пiдiбранi так,
щоб вони разом з усiма сумами двох, трьох i т.д.
послiдовно впорядкованих за кiльцевою схемою кор-
тежних наборiв вичерпували множину координат
вузлових точок 𝑡-вимiрної решiтки багатовимiрного
простору. Оптимiзацiя полягає в покриттi фiксова-
ним числом 𝑛 цiлочислових 𝑡-кортежiв та їхнiми
лiнiйними комбiнацiями вузлових точок 𝑡-вимiрної
решiтки координат вiртуального гiпертору4. Обчи-
слення здiйснюють з урахуванням значень вiдповiд-
них модулiв по кожнiй iз 𝑡 циклiчних координат цiєї
решiтки.

4 Модель двовимiрної оптимi-

зованої системи координат

В роботi [6] описана модель оптимальних 2D си-
гналiв у виглядi взаємопов’язаних множини чисел
натурального ряду i множини координат розмiще-
ння цих чисел на розгорнутiй поверхнi тору. У
загальному випадку модель дозволяє розглядати
вiдношення мiж сумiрними пiдмножинами впоряд-
кованих елементiв та їхнiми просторовими коор-
динатами в базисному полi заданої системи коор-
динат. Задачi такого класу зручно дослiджувати
на математичних структурах у виглядi циклiчних
спiввiдношень мiж послiдовно впорядкованими кор-
тежними наборами векторiв вiдповiдної розмiрно-
стi. Загальна схема двовимiрної (𝑡 = 2) циклiчної
системи координат з вiдлiком по mod𝑚1 i mod𝑚2

вiдносно точки (0,0) приведена на рис. 1.

 

mod m1  mod m2  
 (0,0) 

Рис. 1. Схема двовимiрної циклiчної системи коор-
динат з вiдлiком по mod𝑚1 i mod𝑚2

вiдносно точки (0,0).
2https://en.wikipedia.org/wiki/Manifold
3https://en.wikipedia.org/wiki/Modular_arithmetic
4https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Hypertorus.gif
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На рис. 2 зображена графiчна схема моделi
двовимiрного (t=2) сигналу у виглядi кiльцевої n-
послiдовностi 2-кортежiв ((k11, k12), (k21, k22),...,
(ki1, ki2),..., (kn1, kn2)), на якiй зручно демонстру-
вати реалiзацiю методу оптимiзацiї моделей дво-
вимiрних сигналiв. Для прикладу нижче наведена
графiчна схема двовимiрної (t=2) IКВ четвертого
(n=4) порядку (рис. 2).

 
                   (k11, k12) , (k21, k22) 
 (kn1, kn2) 

  (ki1, ki2)  

Рис. 2. Графiчна схема моделi двовимiрного
(t=2) сигналу кiльцевої n-послiдовностi 2-кортежiв
((k11, k12), (k21, k22),..., (ki1, ki2),..., (kn1, kn2))

Елементами двовимiрної IКВ є впорядкованi
за кiльцевою схемою 2-кортежi ((1,0), (1,1), (2,2),
(0,2)) (рис. 3). Обчислення координат вузлових то-
чок двовимiрної решiтки 3 × 4 в циклiчнiй системi
вiдлiку по кожнiй осi здiйснюється послiдовним до-
даванням впорядкованих за кiльцевою схемою ко-
ординат базових 2D векторiв з урахуванням модуля
3 i 4 вiдповiдно, векторнi значення яких збiгаю-
ться з вiдповiдними елементами двовимiрної IКВ
((1,0), (1,1), (2,2), (0,2)). Результати обчислень зве-
денi в табл. 1, перший стовпчик якої мiстить повний
перелiк координат вузлових точок решiтки 3× 4.

 

(0,2) 
(2,2) 

(1,1) 
(1,0) 

Рис. 3. Графiчна схема 2D IКВ
((1,0), (1,1), (2,2), (0,2)).

Пiсля розмiщення результатiв обчислення коор-
динат вузлових точок у виглядi матрицi 3×4 та вiд-
повiдного їх упорядкування по рядках i стовпчиках,
можна побачити, що множина кiльцевих (модуляр-
них) вектор-сум двовимiрної IКВ ((1,0), (1,1), (2,2),
(0,2)), обчислених по модулю 3 i 4, взаємно одно-
значно вiдповiдає множинi координат двовимiрної
решiтки з розмiрами 3× 4:

(0, 0) (0, 1) (0, 2) (0, 3)
(1, 0) (1, 1) (1, 2) (1, 3)
(2, 0) (2, 1) (2, 2) (2, 3)

Отже, за допомогою чотирьох (n=4) двовимiр-
них векторiв 2D IКВ та використання їх послiдов-
них сум можна покрити все поле 12-ти вузлових
точок координатної решiтки 3×4 в циклiчнiй (моду-
лярнiй) системi вiдлiку. При цьому вдалося втричi
зменшити число задiяних векторiв у порiвняннi iз

традицiйними методами, що дозволяє вигiдно по-
слуговуватись цим методом для оптимiзацiї двови-
мiрних сигналiв, дiстаючися до теоретичного мiнi-
муму iнформацiйної i структурної надмiрностi бага-
товимiрних систем опрацювання векторних даних,
багатовимiрних систем автоматичного керування та
оптимiзацiї векторних iнформацiйних технологiй.

Табл. 1 Результати обчислення координат вузлових
точок решiтки 3× 4 за допомогою IКВ
((1,0), (1,1), (2,2), (0,2))

Вузловi точки Спосiб обчислення координат
вузлових точок решiтки 3× 4

(0,0) ((2,2)+(0,2)+(1,0)) mod (3,4)
(0,1) ((1,1)+(2,2)+(0,2)) mod (3,4)
(0,2) (0,2)
(0,3) ((1,1)+(2,2)) mod (3,4)
(1,0) (1,0)
(1,1) (1,1)
(1,2) (0,2)+(1,0)) mod (3,4)
(1,3) ((1,0)+(1,1)+(2,2)) mod (3,4)
(2,0) ((2,2)+(0,2)) mod (3,4)
(2,1) ((1,0)+(1,1)) mod (3,4)
(2,2) (2,2)
(2,3) ((0,2)+(1,0)+(1,1)) mod (3,4)

5 Моделi оптимальних багато-

вимiрних сигналiв

Моделi оптимальних багатовимiрних сигналiв,
побудованих на основi 𝑡-вимiрних IКВ, зручно опи-
сувати за допомогою графiчної схеми у виглядi кiль-
цевої 𝑛-послiдовностi, елементами якої є 𝑡-кортежi
(𝐾1,𝐾2, . . . ,𝐾𝑖, . . . ,𝐾𝑛):

𝐾1 = (𝑘11, 𝑘12, . . . , 𝑘1𝑡),

𝐾2 = (𝑘21, 𝑘22, . . . , 𝑘2𝑡),

. . .

𝐾𝑖 = (𝑘𝑖1, 𝑘𝑖2, . . . , 𝑘𝑖𝑡),

. . .

𝐾𝑛 = (𝑘𝑛1, 𝑘𝑛2, . . . , 𝑘𝑛𝑡)),

де 𝑘𝑖1 ≡ 𝑘𝑖 (mod 𝑚1), 𝑘𝑖2 ≡ 𝑘𝑖 (mod 𝑚2), . . ., 𝑘𝑖𝑡 ≡ 𝑘𝑖
(mod 𝑚𝑡).

Множина усiх кiльцевих вектор-сум, взятих по
комплексному модулю (𝑚1,𝑚2, . . . ,𝑚𝑡), утворює
𝑡–вимiрну решiтку 𝑚1 ×𝑚2 × . . .×𝑚𝑡 = 𝑛(𝑛− 1)/𝑅,
або 𝑚1 ×𝑚2 × . . .×𝑚𝑡 = 𝑛(𝑛− 1)/𝑅+ 1, яка водно-
час є множиною 𝑡-вимiрних просторових координат
вузлових точок цiєї решiтки, причому координа-
ти кожної вузлової точки зустрiчаються рiвно 𝑅
разiв [6]. Таким чином, множину 𝑡-кортежiв IКВ
можна розглядати як впорядкований за кiльцевою
схемою набiр координат 𝑛 базових вузлових точок
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𝑡-вимiрної решiтки, проекцiї яких обмеженi рамка-
ми просторово замкненої на саму себе координатної
сiтки 𝑚1×𝑚2× . . .×𝑚𝑡 в 𝑡–вимiрнiй системi вiдлiку,
а множина значень координат цих точок, разом зi
значеннями усiх їх можливих лiнiйних комбiнацiй,
взятих у виглядi кiльцевих (модулярних) вектор-
сум, перелiчують множину вузлових координат ре-
шiтки 𝑅 разiв.

Схема 𝑡-вимiрної циклiчної системи координат
з вiдлiком по mod 𝑚1,mod 𝑚2, . . . ,mod 𝑚𝑡 вiдносно
спiльної точки (0, . . . , 0) показана на рис. 4.

На вiдмiну вiд схеми двовимiрної циклiчної си-
стеми координат, де вiдлiк здiйснюється вiд спiльної
точки (0,0) на взаємно ортогональних кiльцевих
осях по mod 𝑚1 i mod 𝑚2 (рис. 1), що знаходяться
на поверхнi 3D тору, в 𝑡-вимiрнiй циклiчнiй системi
координат iснує t кiльцевих осей з вiдлiком по mod
𝑚1, mod𝑚2, . . ., mod𝑚𝑡 вiд спiльної точки (0, . . . , 0)
для вiдповiдних кiльцевих осей. На рис. 4 приведена
проекцiя на площину малюнку кiльцевих осей 𝑡-
вимiрної циклiчної системи координат з вiдлiком по
mod 𝑚1, mod 𝑚2, . . ., mod 𝑚𝑡 вiд спiльної точки
(0, . . . , 0).

 

              
 

      

  mod m2 

        mod m1  

 (0,..0) 

mod mt  

Рис. 4. Схема 𝑡-вимiрної циклiчної системи коорди-
нат з вiдлiком по mod 𝑚1, mod 𝑚2, . . . , mod 𝑚𝑡

вiдносно спiльної точки (0, . . . 0).

6 Властивостi зiркових конфi-

гурацiй «Слава Українi!»

Властивостi «зiркових» комбiнаторних конфiгу-
рацiй зручно представляти у виглядi графа з 𝑛
вершинами, якi сполученi мiж собою 𝑛 ребрами у
виглядi замкненої схеми. На рис. 5 приведенi при-
клади здвоєних ансамблiв двовимiрних (𝑡 = 2) зiр-
кових конфiгурацiй «Слава Українi!» п’ятого (𝑛 =
5) порядку у виглядi зв’язних графiв.

Кожнiй вершинi вiдповiдає один iз 𝑛 𝑡-кортежiв
{𝐾1,𝐾2, . . . ,𝐾𝑖, . . . ,𝐾𝑛}, де 𝐾𝑖 = (𝑘𝑖1, 𝑘𝑖2, . . . , 𝑘𝑖𝑡),
𝑡 — число вимiрiв «зiркової» кiльцевої 𝑛-
послiдовностi, а кожна пара ребер, якими вершини
сполученi мiж собою, визначає мiсце обмiну 𝑡-
кортежiв мiсцями пiд час реконструкцiї «зiрки» вiд
однiєї кiльцевої послiдовностi до iншої зi збереже-
нням її унiкальних властивостей. Злiва штриховою

лiнiєю позначений граф зiрки ((1,1), (1,3), (3,3),
(0,3), (2,3)), а суцiльною - ((1,1), (2,3), (1,3), (0,3),
(3,3)). Справа — штриховою ((1,1), (1,4), (1,2), (1,0),
(1,3)), а суцiльною — ((1,1), (1,0), (1,4), (1,3), (1,2)).
Графи зiрок можуть набувати рiзної форми i вiд-
повiдати рiзним видам та порядку групи симетрiй;
вибiр напряму обходу вершин графа та початкової
вершини не має значення.

 (1,1) 

(1,3) 

(3,3) 

(2,3) 

 (0,3) 

(1,4) 

(1,1) 

 (1,0) 

(1,3) 

(1, 2) 

Рис. 5. Приклади ансамблiв двовимiрних (𝑡 = 2) зiр-
кових конфiгурацiй «Слава Українi!» п’ятого (𝑛 =

5) порядку.

Встановлено, що чисельнiсть ансамблiв вектор-
них зiркових комбiнаторних конфiгурацiй зростає
прискореними темпами зi збiльшенням їх порядку.
Так, якщо повна сiм’я зiркових конфiгурацiй «Сла-
ва Українi!» п’ятого (𝑛 = 5) порядку об’єднує десять
двовимiрних ансамблiв — по два варiанти «зiрок» у
кожному з них, то вже для сьомого iснує рiвно 20
ансамблiв двовимiрних (𝑡 = 2) «зiрок» з параме-
трами 𝑛 = 7, 𝑅 = 1,𝑚1 = 6,𝑚2 = 7, i стiльки ж —
тривимiрних (𝑡=3), де 𝑚1 = 2, 𝑚2 = 3, 𝑚3 = 7, два з
яких має по три, i 18 по 4 «зiрки» 𝑡-вимiрних векто-
рiв у кожному ансамблi з однаковим їхнiм складом.
Крiм того, комбiнування з наборами модулiв до-
зволяє формувати додатковi сiм’ї з 20-ти ансамблiв
зiркових конфiгурацiй у виглядi оптимальних дво-
вимiрних решiток 2× 21 i 3× 14, кожен з яких має
по 2 ансамблi з трьох i 18 з чотирьох конфiгурацiй
сьомого порядку.

Простий пiдрахунок вказує на iснування 60-ти
ансамблiв двовимiрних i 20-ти тривимiрних зiрко-
вих конфiгурацiй сьомого (𝑛 = 7) порядку, якi
налiчують 234 варiанти двовимiрних i 78 варiантiв
тривимiрних конфiгурацiй. Кожен iз цих варiан-
тiв визначає модель оптимальної системи, яка за
допомогою лише семи (𝑛 = 7) 𝑡-вимiрних кодо-
вих сигналiв покриває 𝑡-вимiрне фазове поле iз 𝑛
(𝑛−1) = 42−х вузлових точок координатної решiтки
вiдповiдних розмiрiв в циклiчнiй системi вiдлiку,
причому вектори всерединi кожного ансамблю мо-
жуть мiнятися мiсцями за правилами «зiрки» так,
що система залишається оптимальною. Для порiв-
няння слiд вiдзначити, що не iснує жодного варiанту
одновимiрних IКВ з параметрами 𝑛 = 7, 𝑅 = 1. У
загальному випадку 𝑡-вимiрнi конфiгурацiї «Слава
Українi!» описуються параметрами 𝑛, 𝑅, 𝑚1, 𝑚2,
. . ., 𝑚𝑡 — як вiдповiднi 𝑡-вимiрнi IКВ 𝑛-го порядку,
кратностi 𝑅 та набором модулiв 𝑚1,𝑚2, . . .𝑚𝑡.
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Табл. 2 Покриття вузлових точок двовимiрної координатної сiтки 4× 5 за допомогою ансамблю “зiрок”:
((1,3), (1,1), (2,3), (0,3), (3,3)) та ((1,3), (3,3), (1,1), (0,3), (2,3)).

Вузловi точки решiтки 4×5

Обчислення координат вузлових точок решiтки 4×5 за кiльцевими сума-
ми по mod (4,5) «зiркових» векторiв

Зiрка Зiрка
((1,3), (1,1), (2,3), (0,3), (3,3)) ((1,3), (3,3), (1,1), (0,3), (2,3))

(0,0) (1,3)+(1,1)+(2,3)+(0,3) (1,1)+(0,3)+ (2,3)+(1,3)
(0,1) (3,3)+(1,3) (3,3)+(1,3)
(0,2) (1,3)+(1,1)+(2,3) (3,3)+(1,1)+(0,3)
(0,3) (0,3) (0,3)
(0,4) (0,3)+(3,3)+(1,3) (3,3)+(1,1)
(1,0) (0,3)+(3,3)+(1,3)+(1,1) (1,3)+(3,3)+(1,1)+(0,3)
(1,1) (1,1) (1,1)
(1,2) (3,3)+(1,3)+(1,1) (1,3)+(3,3)+(1,1)
(1,3) (1,3) (1,3)
(1,4) (2,3)+(0,3)+(3,3) (1,1)+(0,3)
(2,0) (1,1)+(2,3)+(0,3)+(3,3) (3,3)+(1,1)+(0,3)+(2,3)
(2,1) (2,3)+(0,3) (0,3)+(2,3)
(2,2) (2,3)+(0,3)+(3,3)+(1,3) (0,3)+(3,3)+(1,3)+(3,3)
(2,3) (2,3) (2,3)
(2,4) (1,3)+(1,1) (2,3)+(1,3)+(3,3)
(3,0) (3,3)+(1,3)+(1,1) +(2,3) (2,3)+(1,3)+(3,3)+(1,1)
(3,1) (0,3)+(3,3) (2,3)+(1,3)
(3,2) (1,1)+(2,3)+(0,3) (1,1)+(0,3)+(2,3)
(3,3) (3,3) (3,3)
(3,4) (1,1)+(2,3) (0,3)+(2,3)+(1,3)

Для iлюстрацiї унiкальних властивостей зiрко-
вих конфiгурацiй «Слава Українi!» в табл. 2 при-
ведено два способи покриття вузлових точок на
двовимiрнiй координатнiй сiтцi 4 × 5, обчисленi
за допомогою ансамблю «зiрок» ((1,3), (1,1), (2,3),
(0,3), (3,3)) та ((1,3), (3,3), (1,1), (0,3), (2,3)).

З табл. 2 можна бачити, що будь-який з двох
варiантiв ансамблiв iз двох зiркових конфiгурацiй
«Слава Українi!» ((1,3), (1,1), (2,3), (0,3), (3,3)) та
((1,3), (3,3), (1,1), (0,3), (2,3)) дає змогу за допо-
могою п’яти (𝑛 = 5) двовимiрних кодових сигналiв
здiйснити покриття 20 вузлових точок двовимiрної
решiтки 4 × 5 рiвно одним (R=1) способом, при-
чому вектори всерединi кожного ансамблю можуть
мiнятися мiсцями за правилами “зiрки”.

7 Моделi оптимальних вектор-

них кодiв

На вiдмiну вiд традицiйних методiв перетворен-
ня сигналiв в двiйковий код, прикладна теорiя IКВ
передбачає кодування 𝑡-вимiрних сигналiв у двiйко-
вому монолiтно-груповому кодi, де будь-яке дозво-
лене кодове слово є комбiнацiєю щонайбiльше двох
впорядкованих за кiльцевою схемою блокiв одно-
йменних символiв. Для цього зручно використати
оптимальний код з монолiтно-груповим розподiлом
однойменних двiйкових символiв “1” i “0” у кодових
комбiнацiях [6]. Приклад побудови такого коду за

допомогою двовимiрної «зiркової» IКВ ((1,3), (1,1),
(2,3), (0,3), (3,3)) з параметрами 𝑛 = 5, 𝑅 = 1,
𝑚1 = 4, 𝑚2 = 5 iлюструє табл. 3.

Табл. 3 Оптимальний монолiтно-груповий код на
«зiрковiй» IКВ ((1,3), (1,1), (2,3), (0,3), (3,3))

Вектор
Ваговi розряди векторного коду
(1,3) (1,1) (2,3) (0,3) (3,3)

(0,0) 1 1 1 1 0
(0,1) 1 0 0 0 1
(0,2) 1 1 1 0 0
(0,3) 0 0 0 1 0
(0,4) 1 0 0 1 1
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
(3,4) 0 1 1 0 0

В оптимальному монолiтно-груповому 𝑡-
вимiрному кодi, побудованому на IКВ, множина всiх
дозволених двiйкових комбiнацiй взаємно однозна-
чно вiдповiдає множинi багатовимiрних координат
усiх вузлових точок 𝑡-вимiрної просторової решiтки,
число яких збiгається з кiлькiстю всiх кiльцевих
сум, утворених на кiльцевiй послiдовностi векторiв
обраної IКВ. За наявностi вищезгаданих обмежень
цей код набуває статусу оптимального, що дозволяє
використовувати його властивостi для подолання
iнформацiйної та структурної надмiрностi багато-
вимiрних дискретних сигналiв в радiопристроях i
системах зв’язку.

Перевагами такого методу кодування сигналiв у
двiйковий код є висока завадостiйкiсть та швидкiсть
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виправлення помилок за правилом «свiй замiсть чу-
жого», коли в момент появи рiзнойменних символiв
мiж однойменними здiйснюється автоматичне йо-
го самовиправлення замiною рiзнойменних символiв
однойменними. Крiм того, при формуваннi кодових
сигналiв у виглядi монолiтно впорядкованих одно-
йменних символiв простежується зменшення нега-
тивного впливу явища гонок пiд час опрацювання
масивiв даних та пересилання їх каналами зв’язку.
Моделi оптимальних векторних кодiв, побудованих
на двiйковому монолiтно-груповому кодi, можуть
знайти застосування в iнформацiйних технологi-
ях для ефективного опрацювання потокiв вектор-
них даних, багатовимiрних системах автоматичного
управлiння для керування рiзними технологiчними
процесами i системах зв’язку.

8 Аналiз отриманих результа-

тiв

Протягом багатьох рокiв зусиллям вчених рiзних
країн створювалася й далi розвивається свiтова
школа комбiнаторного аналiзу, а разом з нею — те-
орiя комбiнаторних конфiгурацiй [1]. В американо-
українському проектi [7] С. Ґоломб5 запропонував
об’єднати теорiю «лiнiйок Ґоломба» [8] й IКВ для
“Дослiдження основоположних математичних прин-
ципiв стосовно оптимального розмiщення структур-
них елементiв розподiлених в просторi або часi
систем. . .” i розвитку “наукової бази теорiї опти-
мально розподiлених систем”. Вiдомо, що до «iде-
альних» комбiнаторних конфiгурацiй з розiмкне-
ною структурою належать лише п’ять «доскона-
лих» iдеальних «дерев Лiча» [8], у тому числi три
iдеальнi лiнiйки Ґоломба. Дослiдження продовжу-
ються в напрямку «модуляризацiї» вищезгаданих
конфiгурацiй [9-11], що свiдчить про актуальнiсть
цiєї проблематики. На вiдмiну вiд iдеальних кон-
фiгурацiй iз розiмкненою структурою iснує наба-
гато численнiша кiлькiсть досконалих структур зi
замкненою структурою. Результати порiвняльного
аналiзу й узагальнення багатьох рiзновидiв комбiна-
торних конфiгурацiй, таких як досконалi рiзницевi
множини [4], циклiчнi блок-схеми [12], геометрiї Зi-
нґера [13], системи попарно ортогональних латин-
ських квадратiв [14], матрицi Адамара [15], дають
пiдстави говорити про взаємозв’язок властивостей
дослiджуваних комбiнаторних конфiгурацiй з фун-
даментальними фiзично-математичними законами
природи - обертовою симетрiєю i натуральними чи-
словими рядами. У двовимiрному просторi обертова
симетрiя порядку 𝑆 = 𝑛(𝑛 − 1)/𝑅 + 1 породжує
натуральний ряд чисел шляхом обрання початкової
точки на IКВ 𝑛–го порядку i послiдовним додаван-
ням чисел, що трапляються пiд час обходу контуру
IКВ як завгодно багато разiв. Таким чином, мо-

жна отримати будь яке велике натуральне число,
що вказує на геометричне походження натураль-
них чисел, породжених структурою простору. Ця
ж властивiсть проглядається в багатовимiрних про-
сторових решiтках зi замкненою структурою, що
пiдтверджується вiдповiдними моделями та утворе-
ними на цих моделях натуральних рядiв векторiв
апрiорi будь-якої великої розмiрностi i як завгодно
дрiбного ступеня роздробленостi. Звiдси випливає,
що в розглянутих моделях оптимальнiсть закладена
в самiй їхнiй структурi, причому моделi оптималь-
них багатовимiрних сигналiв на векторних комбiна-
торних конфiгурацiях не мають апрiорi математи-
чних обмежень щодо розмiрiв квантових векторiв,
їх кiлькостi та розмiрностi [5,6,16], а їхнi властивостi
ще не дослiдженнi.

Основна вiдмiннiсть запропонованих моделей
дискретних сигналiв полягає в способi формування
системи кодових комбiнацiй, якi набувають вигляду
не бiльше двох послiдовно розмiщених за кiльце-
вою схемою груп однойменних сигналiв. Отриманi
результати дослiдження властивостей такої систе-
ми кодування (монолiтно-групового коду) дозволи-
ли встановити ряд їх переваг та недолiкiв. Серед
суттєвих недолiкiв – експоненцiальне зростання iн-
формацiйної надмiрностi за розряднiстю, а серед
переваг – кодування й завадостiйке опрацювання
(пересилання, збереження, декодування, реконстру-
кцiя тощо) дво- й багатовимiрних сигналiв в бази-
снiй системi векторної системи координат. Недолiк
щодо надмiрностi компенсується автоматичним ви-
явленням i виправленням помилок за правилом «не
бiльше двох груп однойменних символiв разом»,
що, в свою чергу, дозволяє пiдвищити надiйнiсть
i швидкiсть опрацювання масивiв векторних да-
них. Створення нового класу монолiтно-групових
векторних двiйкових кодiв на основi багатовимiр-
них IКВ вiдкривають перспективи для розвитку
векторних iнформацiйних технологiй. Векторнi IКВ
переважають класичнi комбiнаторнi конфiгурацiї за
чисельнiстю, просторовою рiзноманiтнiстю та ком-
бiнаторними властивостями.

В данiй статтi увага сфокусована на використан-
нi векторних IКВ як моделей оптимальних багато-
вимiрних сигналiв, якi на вiдмiну вiд оптимiзованих
лiнiйок не мають апрiорi математичних обмежень
щодо кiлькостi базових векторiв базової множини
векторiв та розмiрностi. Це дає змогу їх використо-
вувати в системах зв’язку для кодування та опра-
цювання багатовимiрних сигналiв в iнформацiйних
системах.

Висновки

Моделi оптимальних багатовимiрних сигналiв
зручно описувати у виглядi двiйкового монолiтно-

5Соломон Ґоломб — американський математик, iнженер, професор електротехнiки в Унiверситетi Пiвденної Калiфорнiї



Моделi оптимальних багатовимiрних сигналiв на векторних комбiнаторних конфiгурацiях 11

групового коду, в якому будь-яке кодове слово мi-
стить не бiльше одного блоку послiдовно розмiще-
них за кiльцевою схемою однойменних символiв,
а множина всiх дозволених двiйкових комбiнацiй
взаємно однозначно вiдповiдає множинi координат
усiх вузлових точок 𝑡-вимiрної просторової решiтки,
число яких збiгається з кiлькiстю всiх кiльцевих
вектор-сум, утворених на 𝑛-послiдовностi векторiв
обраної IКВ. Комбiнаторнi властивостi таких моде-
лей дають змогу збiльшити загальну кiлькiсть вжи-
ваних векторних сигналiв вiд 𝑛 до 𝑛(𝑛 − 1), завдя-
ки використанню кiльцевих вектор-сум. Потужнiсть
множини моделей оптимальних багатовимiрних си-
гналiв набагато перевищує кiлькiсть одновимiрних
аналогiв, а вiдкриття зiркових конфiгурацiй «Слава
Українi!», якi надiленi новiтнiми корисними власти-
востями, дає змогу розширити сферу практичного
застосування моделей оптимальних багатовимiрних
сигналiв як носiїв необхiдної iнформацiї для ви-
конання того чи iншого завдання, забезпечуючи
полiпшення технiчних показникiв за надiйнiстю, за-
вадостiйкiстю, захищенiстю вiд несанкцiонованого
доступу, швидкiстю пересилання векторних даних
каналами зв’язку, наприклад, оптимального керу-
вання одночасно кiлькома взаємозв’язаними пара-
метрами якогось фiзичного процесу. Моделi вiдкри-
вають новi можливостi для розвитку оптимальних
векторних iнформацiйних технологiй.
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Модели оптимальных многомерных
сигналов на векторных комбинатор-
ных конфигурациях

Ризнык В. В.

Рассматриваются модели оптимальных многомер-
ных сигналов в виде двоичного монолитно-группового
кода, в котором любое кодовое слово содержит не более
одного блока последовательно расположенных по коль-
цевой схеме одноименных символов, а множество всех
кодових комбинаций взаимно однозначно соответствует
множеству векторных координат всех узловых точек
многомерной пространственной решетки, число кото-
рых совпадает с количеством всех кольцевых вектор-
сум, образованных на последовательности векторов вы-
бранной идеальной кольцевой вязанки. Приведены при-
меры построения оптимальных многомерных сигналов,
предназначенных для проектирования современных си-
стем связи, и развития оптимальных векторных инфор-
мационных технологий.

Ключевые слова: идеальная кольцевая вязанка;
кольцевая вектор-сума; векторные данные; звездная
конфигурация “Слава Украине!”; циклическая система
координат; многомерная решетка; монолитно-групповой
код; векторные информационные технологии

Models of optimum multidimensional si-
gnals on the vector combinatorial confi-
gurations

Riznyk, V. V.

New conceptual models for construction of optimum
multidimensional discrete signals as binary monolithic
code, in which any allowed code word consists no more
than one solid row of the same symbols in the ring
topology sequence, named an “Optimum Monolithic Ring”
code (OMR-code), are considered. All code combinations
of an OMR-code enumerate the set of t-coordinates speci-
fied with respect to t-dimensional cyclic frame reference
exactly R-times. The remarkable technical merits of “Glory
to Ukraine Star” configuration, which properties hold for
the same set of an OMR-code in varieties permutations of
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its terms is demonstrated, and method for design of two-
or multidimensional vector signals coded based on the opti-
mum binary monolithic code is presented. Proposed vector
models of discrete signal optimization provide, essentially,
a new approach to generalize them to great class of opti-
mized problems in radio-telecommunications, navigation
and information technology. Moreover, the optimization
embedded in the underlying combinatorial models. The
favourable qualities of the OptimumMultidimensional Ring

code provides breakthrough opportunities to apply them
to numerous branches of science and advanced technology,
with direct applications to vector data telecommunicati-
ons, vector encoded design, and optimal vector information
technology.

Key words: Ideal Ring Bundl; ring vector sum; vector
data; ”Glory to Ukraine Star” configuration; solid system of
ring axes; multidimensional grid; optimum monolithic code;
optimum vector information technologies
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