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При вирiшеннi завдань управлiння, проектування i оцiнки якостi обслуговування в телекомунiкацiйних
мережах нерiдко використовується математична модель коефiцiєнта використання каналiв. Однак, її вико-
ристання в стандартному виглядi має ряд незручностей. Це пов’язано з тим, що в моделi використовуються
аналiтичнi вирази, якi не мають похiднi i не дозволяють в явному виглядi отримувати залежнiсть одних па-
раметрiв через iншi. У статтi запропонована апроксимацiя математичної моделi коефiцiєнта використання
каналiв наближеними диференцiйованими функцiями на базi математичного апарату регресiйного аналiзу.
Надано рекомендацiї щодо використання отриманих результатiв в ходi вирiшення мережевих задач.
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Вступ

До сучасних телекомунiкацiйних мереж (ТКМ)
на основi технологiй IP i MPLS (Multiprotocol Label
Switching), висуваються достатньо високi вимоги по
вiдмовостiйкостi, пропускнiй спроможностi та якостi
обслуговування QoS (Quality of Service). Для забез-
печення вiдповiдностi основних показникiв функцiо-
нування ТКМ встановленим параметрам, необхiднi
математичнi моделi i методи, що дозволяють прийма-
ти адекватнi рiшення в ходi управлiння мережами.

Аналiтичний опис процесiв функцiонування теле-
комунiкацiйних мереж нерiдко призводить до досить
складних математичних виразiв. Тому, як правило,
використовуються рiзного роду обмеження, що дозво-
ляють отримати наближене рiшення рiзного ступеню
точностi. Так, наприклад, в роботi [1] пропонується
використовувати обмеження вiдсутностi втрат паке-
тiв в маршрутизаторах. Для цього вводиться обмеже-
ння виду (1).

Тобто, сума потокiв, якi надходять у маршрути-
затор на обслуговування, дорiвнює сумi потокiв, що
виходять iз маршрутизатора пiсля обслуговування.
Це обмеження вiдповiдає тому, що мережа працює в
недовантаженому режимi i не дозволяє оцiнити такий

показник QoS, як ймовiрнiсть вiдмови в обслуговуван-
нi через вiдсутнiсть потрiбного ресурсу.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∑︁
𝑗(𝑖,𝑗)→∞

𝑥𝑘
(𝑖,𝑗) −

∑︁
𝑗(𝑗,𝑖)→∞

𝑥𝑘
(𝑗,𝑖) = 0; 𝑘 ∈ 𝐾,𝑀𝑖 ̸= 𝑠𝑘, 𝑑𝑘

∑︁
𝑗(𝑖,𝑗)→∞

𝑥𝑘
(𝑖,𝑗) −

∑︁
𝑗(𝑗,𝑖)→∞

𝑥𝑘
(𝑗,𝑖) = 1; 𝑘 ∈ 𝐾,𝑀𝑖 ̸= 𝑠𝑘

∑︁
𝑗(𝑖,𝑗)→∞

𝑥𝑘
(𝑖,𝑗) −

∑︁
𝑗(𝑗,𝑖)→∞

𝑥𝑘
(𝑗,𝑖) = −1; 𝑘 ∈ 𝐾,𝑀𝑖 = 𝑑𝑘

(1)

В роботi [2] використовується обмеження, що весь
ресурс мережi розраховується вiдносно одного iз на-
прямкiв зв’язку. I по сутi QoS визначається не для
мережi, а для одного напрямку зв’язку.

Проектування систем здiйснюється математични-
ми методами i вимагає математичного опису системи,
розробки математичної моделi. Встановити взаємо-
зв’язок мiж основними факторами в телекомунiкацiй-
нiй системi дозволяє вiдобразити реальнi характери-
стики системи i алгоритми її функцiонування в рiзних
умовах [3].

В роботi [4] для вирiшення завдання по визначен-
ню допустимих значень QoS на гiлках мережi при
заданих обмеженнях щодо якостi обслуговування в
напрямках зв’язку, пропонується вирiшити систему
з нерiвностей 𝑁(𝑁 − 1) (де 𝑁 — число вузлiв у ме-
режi). Змiнними в нерiвностях є показники QoS на
гiлках мережi. При цьому в мережах з динамiчною
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маршрутизацiєю потокiв заявок одна i та ж гiлка
використовується для передачi iнформацiї в багатьох
напрямках зв’язку. Тому, будь-яка змiна показника
якостi обслуговування на однiй гiлцi веде до змiни
якостi обслуговування в декiлькох напрямках зв’язку.

Крiм того, одна i та ж гiлка, в залежностi вiд
параметрiв iснуючих напрямкiв зв’язку, функцiонує
в рiзних умовах. Наприклад, якщо число транзитiв
в шляху передачi iнформацiї велике, то вимоги до
якостi обслуговування на кожнiй гiлцi бiльш жорсткi
[5]. Якщо число транзитiв в шляху передачi iнфор-
мацiї невелике, то вимоги до якостi обслуговування
знижуються.

Тому отримати точне рiшення системи нерiвно-
стей, що вiдображає виконання вимог до QoS в на-
прямках зв’язку, складно, а iнодi й неможливо. В
данiй роботi, для вирiшення такого типу завдань,
пропонується орiєнтуватися на напрям змiни коефi-
цiєнта використання каналiв (КВК) [4]. Наприклад,
в процесi формування плану розподiлу навантаження
(ПРН), що визначає вид системи нерiвностей, вини-
кла ситуацiя, коли не можливо однозначно визначити
оптимальний шлях передачi iнформацiї. Тодi реко-
мендується вибирати шлях, що веде до пiдвищення
загального КВК в мережi при дотриманнi заданих
показникiв QoS в напрямках зв’язку. Як показали
дослiдження, це дозволяє мiнiмiзувати необхiдну про-
дуктивнiсть гiлок при виконаннi заданих показникiв
якостi обслуговування i, як наслiдок, знизити сумарнi
витрати на обладнання мережi.

Однак, при використаннi КВК в стандартному ви-
глядi є ряд незручностей. По-перше, коефiцiєнт вико-
ристання каналiв описується не диференцiйованими
функцiями. По-друге, аналiтичнi вирази, що опису-
ють взаємозв’язки коефiцiєнта використання каналiв,
не дозволяють в явному виглядi записати залежнiсть
одного параметра через iншi. Тому доцiльно викори-
стовувати наближенi аналiтичнi моделi, що дозволя-
ють усунути цi недолiки.

1 Постановка задачi

Мета роботи — отримати наближенi аналiтичнi за-
лежностi коефiцiєнта використання каналiв вiд спiв-
вiдношення обсягу навантаження, числа каналiв i
допустимої ймовiрностi втрат заявок на гiлках мере-
жi, якi вiдображають суть процесiв, що протiкають
в мережi та мають високий рiвень адекватностi i
диференцiюються в дiапазонi дослiджуваних значень.

Коефiцiєнти КВК найбiльш часто використовую-
ться в якостi показникiв оцiнки ефективностi фун-
кцiонування телекомунiкацiйних мереж. Це пов’язано
з тим, що вiн має чисельне значення, має яскраво
виражений фiзичний змiст.

Для гiлки мережi з комутацiєю трактiв, логiчних,
фiзичних або вiртуальних каналiв КВК може бути
представлений у виглядi (2):

𝐾 =
𝑌 (𝑝)

𝑉

⃒⃒⃒⃒
𝑝=const

(2)

де: 𝐾 — коефiцiєнт використання каналiв; 𝑌 (𝑝) —
пропускна спроможнiсть гiлки; 𝑉 — число вiртуаль-
них каналiв в гiльцi мережi; 𝑝 — показник якостi
обслуговування QoS (наприклад, ймовiрнiсть вiдмови
в обслуговуваннi або ймовiрнiсть вiдмови в наданнi
ресурсу необхiдної продуктивностi).

Пропускна спроможнiсть гiлки мережi при обслу-
говуваннi найпростiшого потоку навантаження визна-
чається виразом (3):

𝑌 (𝑝) = 𝑍 · (1 − 𝑝) = 𝑍 ·

⎛⎜⎜⎝1 −
𝑍𝑉

𝑉 !
𝑉∑︀
𝑖=0

𝑍𝑖

𝑖!

⎞⎟⎟⎠ (3)

де: 𝑍 — обсяг навантаження, яке поступає на обслу-
говування на гiлку мережi.

Тодi аналiтичний вираз для визначення КВК, пi-
сля нескладних математичних перетворень, набуде
вигляду (4):

𝐾 =

𝑍 ·
(︂

𝑉∑︀
𝑖=0

𝑍𝑖

𝑖! − 𝑍𝑉

𝑉 !

)︂
𝑉 ·

(︂
𝑉∑︀
𝑖=0

𝑍𝑖

𝑖!

)︂ (4)

Якщо на гiлку надходить примiтивний потiк за-
явок, то пропускна здатнiсть буде дорiвнювати (5):

𝑌 (𝑝) = 𝑍(1 − 𝑝) = 𝑍 ·

⎛⎜⎜⎝1 −
𝐶𝑉

𝑆−1 · 𝑧𝑉 · (1 − 𝑧)𝑆−𝑉

𝑉∑︀
𝑖=0

(︀
𝐶𝑖

𝑆 · 𝑧𝑖 · (1 − 𝑧)𝑆−𝑖
)︀
⎞⎟⎟⎠
(5)

де: 𝑧 — величина навантаження, яке надходить на
обслуговування на гiлку мережi вiд кожного iз 𝑆 або-
нентiв; 𝐶𝑉

𝑆 (𝐶𝑖
𝑆) — число сполучень «iз S по V» («iз S

по i»).

Тодi, вiдповiдно, аналiтичний вираз для визначен-
ня КВК прийме наступний вигляд (6):

𝐾 =
𝑍

𝑉
·

⎛⎜⎜⎝1 −
𝐶𝑉

𝑆−1 · 𝑧𝑉 · (1 − 𝑧)𝑆−𝑉

𝑉∑︀
𝑖=0

(︀
𝐶𝑖

𝑆 · 𝑧𝑖 · (1 − 𝑧)𝑆−𝑖
)︀
⎞⎟⎟⎠ (6)

Для пiдвищення точностi практичних розрахункiв
зроблено припущення, що в мережi циркулює найпро-
стiший потiк заявок. Даний потiк заявок найбiльш
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складний в обслуговуваннi. Тобто, ми будемо прово-
дити розрахунок на найгiрший випадок. I крiм того,
це дозволить знизити складнiсть опису методу.

У процесi виконання завдання формування опти-
мального плану розподiлу навантаження потрiбно за-
безпечити рацiональне спiввiдношення мiж числом
каналiв, навантаженням i QoS на гiлках мережi при
забезпеченнi заданих вимог до якостi обслуговуван-
ня в напрямках зв’язку [6, 7]. Для цього необхiдно
проаналiзувати залежностi типу:

� 𝐾 = 𝑓(𝑉 ) при 𝑝 = const

� 𝐾 = 𝑓(𝑍) при 𝑝 = const

� 𝐾 = 𝑓(𝑝) при 𝑍 = const

Проведення аналiзу значно простiше i точнiше,
якщо данi аналiтичнi вирази мають похiднi у всьому
дiапазонi дослiджуваних значень, а залежнiсть одно-
го параметра вiд iншого може бути представлена в
явному виглядi. Вирази (4) i (6) не вiдповiдають цим
вимогам i їх використання при практичних розрахун-
ках має значнi труднощi.

Тому пропонується апроксимацiя виразу (4) за до-
помогою емпiричних функцiй, що диференцiюються.
Для цiєї мети пропонується використовувати матема-
тичний апарат чисельного аналiзу [8], який забезпечує
високу ступiнь адекватностi отриманих результатiв.

2 Рiшення задачi

Побудова емпiричних формул складається з двох
етапiв:

1. Визначення загального вигляду формули.

2. Розрахунок найкращих параметрiв аналiтично-
го виразу.

Для заданої системи значень (𝐾𝑖, 𝑝𝑖)|𝑉=const,
(𝐾𝑖, 𝑉𝑖)|𝑝=const та (𝐾𝑖, 𝑍𝑖)|𝑝=const була обрана аналiти-
чна залежнiсть (7):

𝑦 = 𝑓(𝑥; 𝑎, 𝑏, 𝑐) (7)

де: 𝑎, 𝑏 та 𝑐 — деякi константи.
В результатi проведеного аналiзу було з’ясовано,

що найбiльша адекватнiсть досягається при викори-
станнi функцiй вигляду (8):

𝐾 = 𝑎𝑥𝑏 + 𝑐 (8)

Звiдси слiдує, що 𝑘 − 𝑐 = 𝑎𝑥𝑏 . Пiсля логарифму-
вання цей вираз прийме вигляд:

lg |𝑘 − 𝑐| = lg |𝑎| + 𝑏 lg 𝑥, |𝑘 − 𝑐| ≠ 0, |𝑎| ≠ 0

Звiдси, враховуючи, що lg |𝑘 − 𝑐| = 𝐾 та lg 𝑥 = 𝑋
отримуємо залежнiсть наступного вигляду (9):

𝐾 = 𝑏𝑋 + lg 𝑎 (9)

Визначення параметрiв формули (8) починаємо зi
знаходження значення 𝑐. Для цього складаємо сере-
днє геометричне 𝑥𝑠 =

√
𝑥1𝑥𝑛, де 𝑥1 та 𝑥𝑛 крайнi

значення змiнної. Потiм, використовуючи метод лiнiй-
ної iнтерполяцiї, для 𝑥𝑠 знайдемо значення (10):

𝑘𝑠 = 𝑘𝑖 +
𝑘𝑖+1 − 𝑘𝑖
𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖

(�̄�𝑠 − 𝑥𝑖) (10)

де: 𝑥𝑖 та 𝑥𝑖+1 — промiжнi значення, мiж якими зна-
ходиться �̄�𝑠: 𝑥𝑖 < �̄�𝑠 < 𝑥𝑖+1.

Допускаючи, що точки 𝑀1(𝑥1, 𝑘1), 𝑀𝑠(𝑥𝑠, 𝑘𝑠),
𝑀𝑛(𝑥𝑛, 𝑘𝑛) розмiщенi на кривiй (8), отримуємо три
рiвностi:

𝑘1 = 𝑐 + 𝑎𝑥𝑏
1,

𝑘𝑠 = 𝑐 + 𝑎𝑥𝑏
𝑠,

𝑘𝑛 = 𝑐 + 𝑎𝑥𝑏
𝑛

Зводячи �̄�𝑠 =
√
𝑥1𝑥𝑛 в ступiнь 𝑏 i множачи на 𝑎, отри-

маємо 𝑎𝑥𝑏
𝑠 =

√︀
𝑎𝑥𝑏

1𝑎𝑥
𝑏
𝑛, або 𝑘𝑠 − 𝑐 =

√︀
(𝑘1 − 𝑐)(𝑘𝑛 − 𝑐)

Розв’язуючи це рiвняння вiдносно 𝑐 , знаходимо (11):

𝑐 =
𝑘1 · 𝑘𝑛 − 𝑘2𝑠

𝑘1 + 𝑘𝑛 − 2 · 𝑘𝑠
(11)

Коли 𝑐 визначено, будуємо точки 𝑁𝑖 = (𝐾𝑖, 𝑋𝑖),
де 𝑋𝑖 = lg 𝑥𝑖, 𝐾𝑖 = lg(𝑘𝑖 − 𝑐), (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛).
Оскiльки вони розташовуються майже прямолiнiйно,
то це пiдтверджує правильнiсть вибору залежностi
виду (8).

Визначення найкращих параметрiв 𝑎, 𝑏 апрокси-
муючої функцiї (8) було проведено методом наймен-
ших квадратiв. Вибiр даного методу обумовлений
тим, що його використання дає найменше вiдхилення,
вiд вихiдних даних в порiвняннi з методом середнiх.
Крiм того, вiн володiє ще однiєю важливою перева-
гою, а саме якщо сума 𝑠 квадратiв вiдхилень 𝜀𝑖 мала,
то i самi цi вiдхилення також малi за абсолютним
значенням.

Згiдно методу найменших квадратiв (МНК) най-
кращими коефiцiєнтами вважаються тi, для яких
сума квадратiв вiдхилень буде мiнiмальною (12):

𝑆(𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚) =

=

𝑛∑︁
𝑖=1

[︁
�̃�(𝑥𝑖, 𝑎𝑖, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚) − 𝑘𝑖

]︁2
→ min

(12)

Звiдси, використовуючи необхiднi умови екстре-
муму функцiї кiлькох змiнних, отримуємо так звану
нормальну систему (13), i задача зводиться до знахо-
дження параметрiв (коефiцiєнтiв) [5]:

𝜕
𝜕𝑥𝑖

𝑆(𝑎𝑖, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚) = 0, 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚 (13)
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Система спрощується, якщо емпiрична функцiя
лiнiйна щодо параметрiв. Остаточно, нормальна си-
стема буде мати вигляд (14):

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑎0 · 𝑛 + 𝑎1[𝑥] + 𝑎2[𝑥2] + . . . + 𝑎𝑚[𝑥𝑚] = [𝑘]

𝑎0[𝑥] + 𝑎1[𝑥2] + . . . + 𝑎𝑚[𝑥𝑚+1] = [𝑥𝑘]

· · ·
𝑎0[𝑥𝑚] + 𝑎1[𝑥𝑚+1] + . . . + 𝑎𝑚[𝑥2𝑚] = [𝑥𝑚𝑘]

(14)

Так як пiсля логарифмування емпiрична форму-
ла (9) має лiнiйний вигляд, то нормальну систему
рiвнянь (14) можна записати у виглядi (15):{︃

𝑛 · lg 𝑎 + [𝑋] · 𝑏 = [𝐾]

[𝑋] · lg 𝑎 + [𝑋2] · 𝑏 = [𝑋 ·𝐾]
(15)

де 𝑛 — кiлькiсть точок, якi ми аналiзуємо;

[𝑋] =
𝑛∑︀

𝑖=1

lg 𝑥𝑖, [𝑋2] =
𝑛∑︀

𝑖=1

(lg 𝑥𝑖)
2, [𝐾] =

𝑛∑︀
𝑖=1

lg |𝑘𝑖 − 𝑐|

[𝑋𝐾] =
𝑛∑︀

𝑖=1

(lg 𝑥𝑖) × (lg |𝑘𝑖 − 1|), 𝑖 = 0, 1, 2, . . . , 𝑛

Рiшення системи нормальних лiнiйних рiвнянь
(15), iз симетричною квадратною матрицею коефiцi-
єнтiв, було проведено методом Крамера. Тобто систе-
му лiнiйних рiвнянь записуємо за допомогою визна-
чникiв (16): {︃

𝛼× ∆ = ∆𝛼

𝛽 × ∆ = ∆𝛽

(16)

де: ∆ =

⃒⃒⃒⃒
𝑛 [𝑋]

[𝑋] [𝑋2]

⃒⃒⃒⃒
— визначник системи (15);

∆𝛼 =

⃒⃒⃒⃒
[𝑌 ] [𝑋]

[𝑋𝑌 ] [𝑋2]

⃒⃒⃒⃒
, ∆𝛽 =

⃒⃒⃒⃒
𝑛 [𝐾]

[𝑋] [𝑋𝐾]

⃒⃒⃒⃒
.

У разi ∆ ̸= 0 система нормальних лiнiйних рiвнянь
має єдиний розв’язок:

𝛼 = Δ𝛼

Δ 𝛽 =
Δ𝛽

Δ
(17)

де: 𝛼 = lg 𝑎, 𝛽 = 𝑏 — шуканi постiйнi емпiричної
аналiтичної залежностi (8). При остаточному виборi
емпiричної залежностi повинна виконуватися умова
(18): {︃

𝛼× (−1), якщо 𝑐 > 𝑘𝑖, |𝑘𝑖 − 𝑐| ≠ 0;

𝛽 × (+1), якщо 𝑘𝑖 > 𝑐, |𝑘𝑖 − 𝑐| ≠ 0;
(18)

На основi розглянутого математичного апарату
були визначенi основнi емпiричнi залежностi коефi-
цiєнта використання каналiв вiд спiввiдношення ве-
личини навантаження, втрат i числа каналiв в гiлках
телекомунiкацiйної мережi: 𝐾 = 𝑓(𝑉𝑖) при 𝑝 = const;
𝐾 = 𝑓(𝑍𝑖) при 𝑝 = const; 𝐾 = 𝑓(𝑝𝑖) при 𝑉 = const;
𝐾 = 𝑓(𝑝𝑖) при 𝑍 = const.

Отриманi емпiричнi формули i їх середньоква-
дратичне вiдхилення, а саме: 𝑆 =

∑︀𝑛
𝑖=1(𝑘𝑖 − 𝑘𝑖)

2,
приведенi в таблицi 1.

Для наочностi i зручностi аналiзу отриманi емпi-
ричнi залежностi представленi на рис. 2, рис. 1, рис.
3 i рис. 4.

Далi проводилося узагальнення отриманої аналi-
тичної моделi за рахунок згладжування отриманих
статистичних даних.
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Рис. 1. Результати апроксимацiї залежностi 𝐾 вiд 𝑍
при 𝑝 = const

Табл. 1 Середньоквадратичне вiдхилення емпiричних
формул вiд реальних значень

const �̃� 𝑆

𝑝 = 0, 001 1, 2359 × 𝑉 0,1241 − 1, 3399 0,00158

𝑝 = 0, 005 −8, 3753 × 𝑉 −0,0274 + 8, 2477 0,00150

𝑝 = 0, 01 2, 7669 × 𝑉 −0,0983 + 2, 6440 0,00092

𝑝 = 0, 02 −1, 8264 × 𝑉 −0,1769 + 1, 7115 0,00072

𝑝 = 0, 05 −1, 3804 × 𝑉 −0,2872 + 1, 3013 0,00045

𝑝 = 0, 001 1, 6368 × 𝑍0,736 − 1, 4640 0,00023

𝑝 = 0, 005 3, 1652 × 𝑍0,0420 − 2, 9549 0,00041

𝑝 = 0, 01 −6, 2994 × 𝑍−0,0244 + 6, 5212 0,00031

𝑝 = 0, 03 −2, 2772 × 𝑍−0,0749 + 2, 5429 0,00012

𝑝 = 0, 05 −1, 5542 × 𝑍−0,1199 + 1, 8407 0,00019

𝑉 = 3 0, 9419 × 𝑝0,4079 + 0, 0068 0,00001

𝑉 = 5 0, 9497 × 𝑝0,0268 + 0, 0268 0,00001

𝑉 = 8 0, 07 ln(𝑝) + 0, 733 0,00098

𝑉 = 25 0, 053 ln(𝑝) + 0, 8952 0,00228

𝑍 = 5 0, 6039 × 𝑝0,2337 + 0, 2550 0,00001

𝑍 = 8 0, 6934 × 𝑝0,2724 + 0, 3336 0,00015

𝑍 = 10 0, 8670 × 𝑝0,3362 + 0, 3838 0,00025

𝑍 = 20 0, 6124 × 𝑝0,2100 + 0, 4361 0,00002
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Рис. 2. Результати апроксимацiї залежностi 𝐾 вiд 𝑉
при 𝑝 = const

Оцiнка адекватностi отриманих результатiв може
бути проведена за допомогою математичного апарату
лiнiйного регресивного аналiзу. Для цього проведемо
статистичний аналiз оцiнок лiнiйної моделi, скори-
ставшись методом найменших квадратiв. Для цього
необхiдно представити результати спостережень в та-
кiй формi [8]:

𝑦𝑖 = 𝛽0𝑎0(𝑥𝑖) + 𝛽1𝑎1(𝑥𝑖) + . . . + 𝛽𝑘−1𝑎𝑘−1(𝑥𝑖) + 𝜀𝑖,

де 𝜀𝑖 — випадковi помилки спостереження.

Припустимо, що помилки спостережень мають ну-
льовi математичнi очiкування i не корелюють, тобто
виконуються умови:

𝑀 [𝜀𝑖] = 0

𝑘𝑖𝑗 =

{︃
𝜎2
𝜀 , 𝑖 = 𝑗;

0, 𝑖 ̸= 𝑗;

де: 𝑘𝑖𝑗 — коварiацiя випадкових величин 𝜀𝑖 та 𝜀𝑗 ,
𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Необхiдно вiдзначити, що в МНК оцiнки не зале-
жать вiд обсягу вибiрки 𝑛 (за умови 𝑛 ≥ 𝑘, де 𝑘 —
число оцiнюваних параметрiв), якщо помилки спосте-
режень не корелюються 𝜀𝑖, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛 i мають
нормальний розподiл 𝑁(0, 𝜎2

𝜀), то оцiнки, отриманi за
МНК, збiгаються з оцiнками, якi були розрахованi на
основi методу максимальної правдоподiбностi [9].
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Рис. 3. Результати апроксимацiї залежностi 𝐾 вiд 𝑝
при 𝑉 = const
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Рис. 4. Результати апроксимацiї залежностi 𝐾 вiд 𝑝
при 𝑍 = const

Нехай 𝛽0, 𝛽1, . . . , 𝛽𝑘−1 — оцiнки параметрiв лi-
нiйної моделi. Розрахуємо залишкову суму квадратiв
𝑄𝑒:

𝑄𝑒(𝛽0, 𝛽1, . . . , 𝛽𝑘−1) =

=
∑︁[︁

𝑦𝑖 − 𝛽0𝑎0(𝑥𝑖) − 𝛽1𝑎1(𝑥𝑖) − . . .− 𝛽𝑘−1𝑎𝑘−1(𝑥𝑖)
]︁2

або в матричному обчисленнi:

𝑄𝑒 = (𝑌 −𝐴𝛽)𝑇 (𝑌 −𝐴𝛽) = 𝑌 𝑇𝑌 − 𝛽𝑇𝐴𝑇𝑌

Зручнiше використовувати в такому виглядi:

|𝑄𝑒| =
⃒⃒⃒
𝑌 𝑇𝑌 − 𝛽𝑇𝐴𝑇𝑌

⃒⃒⃒
. (19)
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Незмiщена оцiнка дисперсiї помилок визначається за
формулою:

𝜎2
𝜀 = 𝑠2𝜀 =

𝑄𝑒

𝑛− 𝑘
(20)

А оцiнка коварiацiйної матрицi дорiвнює:

𝐾𝑚 = 𝑠2𝜀(𝐴𝑇𝐴)−1 (21)

Якщо допустити, що помилки спостережень коре-
люється i мають нормальний розподiл, то для цього
випадку оцiнки параметрiв представленої аналiтичної
моделi 𝛽𝑗 , 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑘−1 також мають нормальний
розподiл.

Межi довiрчих iнтервалiв в цьому випадку визна-
чаються наступним чином:

𝛽𝑗 ± 𝑡1−𝛼
2

(𝑛− 𝑘) · 𝑠𝜀 ·
√
𝑎𝑗𝑗 (22)

де: 𝑎𝑖𝑗 — елемент матрицi
(︀
𝐴𝑇𝐴

)︀−1
, а 𝛼 — заданий

рiвень значущостi.
Знайдемо довiрчi iнтервали для параметрiв отри-

маних аналiтичних залежностей. Отриманi результа-
ти зведенi в таблицi 2.

Для практичних розрахункiв достатньо прийня-
ти рiвень значущостi 𝛼 = 0, 05 та використовувати
розподiл Стьюдента.

Для вирiшення завдань аналiзу якостi функцiо-
нування телекомунiкацiйних мереж, а саме оцiнки
пропускної здатностi, представляє iнтерес швидкiсть
змiни КВК. Це досить наочно демонструє перша по-
хiдна вiд знайденої емпiричної функцiї:

�̃� ′ = 𝑎𝑏𝑥𝑏−1. (23)

Використовуючи залежностi виду (23) при необхi-
дних значеннях аргументiв були отриманi графiки
залежностей:

�̃� ′ = 𝑓(𝑉𝑖)|𝑝=const ,

�̃� ′ = 𝑓(𝑍𝑖)|𝑝=const ,

�̃� ′ = 𝑓(𝑝𝑖)|𝑉=const ,

�̃� ′ = 𝑓(𝑝𝑖)|𝑍=const ,

якi представленi нижче у графiчному виглядi на
рис. 5, 6, 7, 8.

3 Результати

В результатi проведеної роботи виконана апрокси-
мацiя коефiцiєнта використання каналiв наближени-
ми диференцiйованими функцiями на базi математи-
чного апарату регресiйного аналiзу (рис. 2, 1, 3, 4).

Отриманi наближенi аналiтичнi залежностi коефi-
цiєнта використання каналiв вiд спiввiдношення вели-
чини навантаження, числа каналiв i необхiдної якостi

обслуговування на гiлках мережi. Данi залежностi з
високим ступенем точностi вiдображають суть проце-
сiв обслуговування заявок в телекомунiкацiйнiй мере-
жi [10], мають достатньо високий рiвень адекватностi i
диференцiюються в дiапазонi дослiджуваних значень
параметрiв функцiонування мережi.

Аналiз змiни (приросту) КВК зручно провести по
першiй похiднiй отриманих функцiй. Данi залежностi
в вiдносних одиницях представленi на рис. 5, 6, 7, 8.

Табл. 2 Оцiнка параметрiв емпiричних формул при
рiвнi значущостi 𝛼 = 0.05

�̃� 𝑎 ∈ 𝑏 ∈

1, 2359 × 𝑉 0,1241 − 1, 3399
(1,2433;
1,2297)

(0,1262;
0,1220)

−8, 3753 × 𝑉 −0,0274 + 8, 2477
(-9,1911;
-7,6319)

(0,0086;
-0,0634)

−2, 7669 × 𝑉 −0,0983 + 2, 6440
(-2,7905;
-2,7398)

(- 0,0948;
- 0,1018)

−1, 8264 × 𝑉 −0,1769 + 1, 7115
(-1,8501;
-1,8030)

(-0,1719;
-0,1819)

−1, 3804 × 𝑉 −0,2872 + 1, 3013
(-1,3897;
-1,3712)

(-0,2846;
-0,2898)

1, 6368 × 𝑍−0,736 − 1, 4640
(1,6580;
1,6174)

(0,0780;
0,0692)

3, 1652 × 𝑍−0,0420 − 2, 9549
(3,2324;
3,0993)

(0,0496;
0,0344)

−6, 2994 × 𝑍−0,0244 + 6, 5212
(-6,4833;
-6,1208)

(-0,0143;
-0,0345)

−2, 2772 × 𝑍−0,0749 + 2, 5429
(-2,2989;
-2,2557)

(-0,0716;
-0,0782)

−1, 5542 × 𝑍−0,1199 + 1, 8407
(-1,5632;
-1,5452)

(-0,1179;
-0,1219)

0, 9419 × 𝑝0,4079 + 0, 0068
(1,0218;
0,8682)

(0,4203;
0,3955)

0, 9497 × 𝑝0,0268 + 0, 0268
(1,0119;
0,8914)

(0,3028;
0,2844)

0, 9419 × 𝑝0,4079 + 0, 0068
(0,0821;
0,0678)

0, 7 ln(𝑝) + 0, 733
(0,0632;
0,0442)

0, 053 ln(𝑝) + 0, 8952
(0,8288;
0,4779)

(0,2753;
0,1921)

0, 6934 × 𝑝0,2724 + 0, 3336
(1,0497;
0,5103)

(0,3189;
0,2259)

0, 8670 × 𝑝0,3362 + 0, 3838
(1,2287;
0,6117)

(0,3937;
0,2604)

0, 6124 × 𝑝0,2100 + 0, 4361
(0,6932;
0,5409)

(0,2296;
0,1904)

Аналiзуючи залежностi рис. 5, 6, 7, 8 можна по-
бачити, що при збiльшеннi навантаження швидкiсть
наростання коефiцiєнта використання каналiв спосте-
рiгається на гiлках мережi з малим навантаженням i
невеликим числом каналiв.
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При середньому (𝑍 = 15 — 35 Ерл) i велико-
му (𝑍 > 35 Ерл) навантаженнi на гiлках мережi
швидкiсть змiни коефiцiєнта використання каналiв на
гiлках мережi приблизно однакова.

max/K K 
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Рис. 5. Графiки залежностi �̃� ′/�̃� ′
𝑚𝑎𝑥 вiд 𝑉 при 𝑝 =

const

max/K K  
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Рис. 6. Графiки залежностi �̃� ′/�̃� ′
𝑚𝑎𝑥 вiд 𝑍 при 𝑝 =

const

Це дає можливiсть сформулювати практичнi ре-
комендацiї щодо формування плану розподiлу наван-
таження. В разi рiвностi довжини обхiдних шляхiв
в напрямку зв’язку i виникненнi труднощiв (неви-
значеностей) при визначеннi порядку їх заняття слiд
дотримуватися наступного алгоритму розв’язання за-
дачi:

� якщо в мережi iнтенсивнiсть навантаження в
напрямках зв’язку невелика, то необхiдно пра-

гнути до рiвномiрного розподiлу навантаження
по гiлкам мережi;

� якщо в мережi iнтенсивнiсть навантаження в
напрямках зв’язку середня або висока, то необхi-
дно прагнути до досягнення рiвностi ймовiрностi
втрат на гiлках мережi.

Такий пiдхiд дозволяє забезпечити високу ефе-
ктивнiсть використання каналiв в мережi, i як наслi-
док, мiнiмiзує необхiдний обсяг обладнання в мережi
для забезпечення заданої якостi обслуговування в
напрямках зв’язку.

max
K K  
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Рис. 7. Графiки залежностi �̃� ′/�̃� ′
𝑚𝑎𝑥 вiд 𝑝 при 𝑉 =

const

max
K K 
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Рис. 8. Графiки залежностi �̃� ′/�̃� ′

𝑚𝑎𝑥 вiд 𝑝 при 𝑍 =
const
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Висновки

В роботi виконана апроксимацiя моделi КВК на-
ближеними диференцiйованими функцiями на основi
математичного апарату регресiйного аналiзу. Отри-
манi наближенi аналiтичнi вирази залежностi коефi-
цiєнта використання каналiв вiд спiввiдношення вели-
чини навантаження, числа каналiв i необхiдної якостi
обслуговування на гiлках мережi. Данi залежностi
вiдображають суть процесiв обслуговування заявок в
телекомунiкацiйнiй мережi, мають достатньо високий
рiвень адекватностi i диференцiюються в дiапазонi
дослiджуваних значень параметрiв функцiонування
мережi.

На основi отриманих аналiтичних залежностей
розробленi практичнi рекомендацiї щодо алгоритму
формування плану розподiлу навантаження, який за-
безпечує мiнiмiзацiю необхiдного канального ресурсу
в мережi при забезпеченнi заданої якостi обслугову-
вання в напрямках зв’язку.

Крiм того, отриманi аналiтичнi залежностi КВК
дають можливiсть усунути невизначеностi при рiшен-
нi системи нелiнiйних рiвнянь, яка описує вимоги до
QoS в напрямках зв’язку. Це з достатнiм для практи-
ки ступенем точностi дозволяє визначити допустимi
значення показникiв якостi обслуговування на гiлках
мережi при виконаннi обмежень щодо якостi обслуго-
вування в напрямках зв’язку.
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Применение регрессивной модели кое-
фициента использования каналов при
формировании плана распределения на-
грузки в сети

Романов А.И., Нестеренко Н.Н.,

Маньковський В.Б.

При решении задач управления, проектирования и
оценки качества обслуживания в телекоммуникационных
сетях нередко используется математическая модель ко-
эффициента использования каналов. Однако, ее исполь-
зование в стандартном виде имеет ряд неудобств. Это
связано с тем, что используемые в модели аналитические
выражения не дифференцируемы и не позволяют в яв-
ном виде выражать зависимость одних параметров через
другие. В статье предложена аппроксимация математиче-
ской модели коэффициента использования каналов при-
ближенными дифференцируемыми функциями на базе
математического аппарата регрессионного анализа. Даны
рекомендации по использованию полученных результатов
в ходе решения сетевых задач.

Ключевые слова: коэффициент использования кана-
лов; простейший поток заявок; нагрузка сети; QoS; коли-
чество каналов; аппроксимирующая функция; регрессион-
ный анализ

The usage of regress model coefficient uti-
lization of channels for creating the load
distribution plan in network

Romanov O. I., Nesterenko M. M., Mankivskiy V. B.

Introduction. Method of problem solutions of
management, design and quality evaluation using mathemati-
cal models coefficient utilization of channels (CUC) in
standard form has several inconveniences. It is connected
with fact models used analytical expressions that are not deri-
vatives and don’t explicitly get some parameters dependence
by others. Formulation of the problem. Objective is obtain
approximate analytical coefficient dependence channel utili-
zation ratio of the load, the number of channels and allowable
probability of loss requests on branches network. This ratio
reflects essence of processes occurring in network with a high
level of adequacy and differentiated range of values explored.
Solution. The problem definition of empirical relationships is
conducted by two stages. At the first stage the general form
of analytical expressions was determined (7). In the second
stage best settings analytical expressions were calculated. The
calculation results are represented in Tables 1 and 2. Analysis
of the CUC is carried by the first derivative functions. Results.
Analytical dependences of the CCC were obtained. They
allow you to remove indeterminacy in the solution of nonlinear
equations. This nonlinear system describes the requirements
for quality of service in connection direction. This reduces
the requested channel resource in the network. That allows
providing a certain quality of service in connection direction.

Key words: coefficient of channel used; simple flow
requests; network load; QoS; number of channels; approxi-
mating function; regression analysis
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