
Visnyk NTUU KPI Seriia – Radiotekhnika Radioaparatobuduvannia, 2017, Iss. 69, pp. 78–85

УДК 621.396:519.15

Моделi оптимальних багатовимiрних сигналiв в

просторових системах координат

Рiзник В. В.

Нацiональний унiверситет “Львiвська полiтехнiка”, м. Львiв, Україна

E-mail: rvv@polynet.lviv.ua

Розглядаються моделi оптимальних багатовимiрних дискретних сигналiв для вдосконалення методiв
опрацювання векторних даних, якi визначаються функцiями двох i бiльше змiнних, залежних вiд
просторових координат. Дослiджено зв’язок розглянутих моделей з класичними комбiнаторними кон-
фiгурацiями, теорiєю циклiчних груп та обертовою симетрiєю. Описанi моделi переважають класичнi
аналоги за чисельнiстю та рiзноманiтнiстю тонкої структури, що дає змогу розширити сферу їх практи-
чного застосування в багатовимiрних системах керування, системах зв’язку, векторних iнформацiйних
технологiях.
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Вступ

В сучаснiй науцi i технiцi все ширшого застосува-
ння набувають багатовимiрнi дискретнi сигнали, що
в загальному випадку є багатовимiрними функцi-
ями просторових незалежних змiнних. Наприклад,
в системах автоматичного керування такими фун-
кцiями можуть бути векторнi поля, де взаємодiя
мiж ланками системи здiйснюється на контактних
полях вiдповiдної розмiрностi, у фiзицi — просто-
ровий розподiл енергiї квантового потоку вздовж
напрямку випромiнювання i т.п., де керування вiд-
бувається в просторовiй системi координат. При
цьому пiд координатами багатовимiрного сигналу
розумiють будь-якi аргументи, на числових осях
яких фiксується динамiка його змiни, що дає змогу
керувати одночасно двома й бiльшим числом вза-
ємопов’язаних параметрiв якогось фiзичного про-
цесу. Специфiка багатовимiрних систем керування
полягає в тому, що поведiнка кожної керованої ко-
ординати визначається не лише керуючим дiянням,
а й усiєю сукупнiстю цих дiянь, якi утворюють
вектор керування, та вектором збурювань. Яскра-
вими прикладами можуть фiгурувати система ста-
бiлiзацiї частоти й напруги генераторiв в енерго-
системах, система керування швидкiстю обертання
й температурою газiв у турбореактивних двигунах
i т.п. Стрiмкий розвиток iнформацiйних техноло-
гiй та глобальна комп’ютеризацiя суспiльства ви-
магає розроблення концептуально нових пiдходiв
до швидкiсного опрацювання великих масивiв да-
них та надiйного їх пересилання каналами зв’язку,
використовуючи багатовимiрнi дискретнi сигнали.

Тому синтез та використання оптимальних моделей
багатовимiрних сигналiв в просторових системах
координат набуває важливого значення.

1 Огляд моделей оптимальних

багатовимiрних сигналiв

Дослiдження моделей оптимальних багатовимiр-
них сигналiв пов’язано з використанням власти-
востей математичних структур, таких як блок-
схеми [1], рiзницевi множини [2], скiнченнi геометрiї
й проективнi геометрiї Зiнґера [3], матрицi Ада-
мара [4], ортогональнi латинськi квадрати [5] та
iншi комбiнаторнi конфiгурацiї, якi представляють
собою системи розподiлу елементiв серед заданого
числа множин за правилами появи певних набо-
рiв елементiв визначене число разiв. Не зважаючи
на численнi форми iнтерпретацiй, такi конфiгурацiї
взаємопов’язанi певними математичними залежно-
стями. Вiдомо, що поле Ґалуа GF(𝑝𝑠) [6] можна
зобразити як множину всiх класiв лишкiв за моду-
лем довiльного полiнома степеня 𝑠 незвiдного над
GF(𝑝). Полiном 𝑓(𝑥) степеня 𝑠 ≥ 1 з коефiцiєнтами
iз поля GF(𝑝) є незвiдним над GF(𝑝), якщо його
не можна записати у виглядi 𝑓(𝑥) = 𝐴(𝑥)𝐵(𝑥), де
𝐴(𝑥) i 𝐵(𝑥) - полiноми над GF(𝑝). У GF(𝑝𝑠) всi
його 𝑝𝑠 − 1 ненульовi елементи рiзнi та утворюють
циклiчну групу за операцiєю множення [7]. За теоре-
мою Зiнґера [3] гiперплощини геометрiї PG(𝑠, 𝑞𝑠), де
𝑞 — степiнь простого числа 𝑝, якi розглядаються як
блоки, i точки як елементи, утворюють симетричну
блок-схему з параметрами:
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𝜐 =
𝑞𝑠+1 − 1

𝑞 − 1
, 𝑘 = 𝑞𝑠−1

𝑞−1 , 𝜆 =
𝑞𝑠−1 − 1

𝑞 − 1
. (1)

В [2] показано, що PG(𝑠, 𝑞) визначають циклi-
чну рiзницеву множину з параметрами 𝜐, k, 𝜆, де
PG(𝑠, 𝑞𝑠) має 𝜐 точок i стiльки ж гiперплощин,
кожна з яких мiстить 𝑘 точок, i двi рiзнi гiпер-
площини пересiкаються по пiдпростору розмiрностi
(𝑠− 2), який має 𝜆 точок, а точки у будь-якiй
гiперплощинi визначають (𝜐, 𝑘, 𝜆) — рiзницеву мно-
жину у виглядi лишкiв її елементiв за модулем
𝜐. Там же наводиться перелiк деяких сiмей рiзни-
цевих множин з коротким їх описом. До типу 𝑆
належать зiнґеровi рiзницевi множини з параметра-
ми (1), якi є гiперплощинами в PG(𝑠, 𝑞), 𝑞 = 𝑝𝑟;
тип 𝑄 (квадратичнi лишки в GF(𝑝𝑠), 𝑝𝑟 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑4)
з параметрами 𝜐 = 𝑝𝑟 = 4𝑡− 1, 𝑘 = 2𝑡− 1, 𝜆 = 𝑡− 1;
тип 𝐻6(𝑝 = 4𝑥2 + 27), 𝑝- просте число; тип 𝑇 (про-
стi числа-близнюки); тип 𝐵 — бiквадратичнi лишки
простих чисел виду 𝑝 = 4𝑥2 + 1, де 𝑥 — непарне чи-
сло; тип 𝐵0 — бiквадратичнi лишки i нуль за моду-
лем простих чисел виду 𝑝 = 4𝑥2 + 9, де 𝑥 — непарне
число; тип 𝑂0 — восьмиричнi лишки i нуль за мо-
дулем простих чисел виду 𝑝 = 8𝑎2 + 49 = 64𝑏2 + 441,
де 𝑎 — непарне, a 𝑏 — парне; тип 𝑊4 — узагальнення
типу Т, де 𝑝 i 𝑞 такi, що (𝑝− 1, 𝑞 − 1) = 4.

В роботi [8] запропоновано об’єднати рiзновиди
комбiнаторних конфiгурацiй в математичну кон-
струкцiю, у якiй вiдображенi спiльнi для великого
класу класичних комбiнаторних конфiгурацiй вла-
стивостi у виглядi послiдовностi цiлих додатних
чисел 𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑖, . . . , 𝑘𝑛, де число 𝑘𝑛 знаходиться
поруч числа 𝑘1, утворюючи замкнену кiльцеву схе-
му, причому усi її числа, включно з усiма сумами
з двох, трьох i т.д. поруч розмiщених чисел ви-
черпують натуральний ряд вiд 1 до (𝑆 − 1) рiвно
по 𝑅 разiв, де 𝑆 — сума усiх чисел цiєї послiдов-
ностi. Така комбiнаторна структура дiстала назву
«iдеальна кiльцева в’язанка» (IКВ). Вiдзначено,
що циклiчнiй 𝜐, 𝑘, 𝜆 — рiзницевiй множинi будь-
якого типу взаємно однозначно вiдповiдає IКВ з
параметрами 𝑆 = 𝜐, 𝑛 = 𝑘,𝑅 = 𝜆, а також циклiчна
блок-схема з такими ж параметрами, де 𝑆 — сума
елементiв iдеальної кiльцевої в’язанки, 𝑛- кiлькiсть
елементiв, 𝑅 — число кiльцевих сум з однаковими
числовими сумами. Крiм того, IКВ з параметрами
𝑆, 𝑛,𝑅 = 1 вiдповiдає циклiчнiй проективнiй площи-
нi (𝑛− 1)-го порядку i приводить до генерацiї мно-
жини (𝑛− 2) попарно ортогональних латинських
квадратiв порядку (𝑛− 1). Там же описанi методи
та алгоритми побудови повних множин IКВ, ви-
значення умов iснування та обчислення кiлькостi
iзоморфних варiантiв IКВ з фiксованими параме-
трами, а також методи побудови дво- та тривимiр-
них IКВ. Багатовимiрнi IКВ мають значно бiльше
iзоморфних рiзновидiв порiвняно з одновимiрними
IКВ i можуть перетворюватися з однiєї конструкцiї

в iншу внаслiдок операцiй змiщення, доповнення,
iнверсiї, перестановок або упорядкування, не змiню-
ючи своїх комбiнаторних властивостей. Параметри
𝑡 -вимiрної IКВ взаємопов’язанi формулами:∏︁𝑡

ı=1
𝑚𝑖 =

𝑛(𝑛− 1)

𝑅
,

або∏︁𝑡

𝑖=1
𝑚𝑖 =

𝑛(𝑛− 1)

𝑅
+ 1;

(𝑚1,𝑚2, . . . ,𝑚𝑡) = 1.

(2)

Комбiнацiї утворюються послiдовним додаван-
ням векторiв з урахуванням вiдповiдних модулiв
𝑚1,𝑚2, . . . ,𝑚𝑡. У статтi [9] розглядається метод
оптимiзацiї багатовимiрних систем за допомогою
векторних IКВ, який ґрунтується на використаннi
взаємозв’язку обертової симетрiї 𝑆-го порядку та за-
кодованою в нiй асиметричними IКВ- структурами.
Створена за цим методом оптимiзована 𝑡 -вимiрна
система з кiльцевою структурою дає змогу здiй-
снювати керування нею на множинi 𝑁 = 𝑛(𝑛− 1) її
фiксованих станiв за допомогою 𝑛 базових сигна-
лiв. Метод передбачає використання оптимальної
вагової системи 𝑛 —позицiйного двiйкового коду,
позицiям якого присвоєнi значення вiдповiдних ваг
базисних векторiв 𝑡 — вимiрної IКВ.

2 Постановка задачi

Задача полягає в розробленнi вдосконалених ме-
тодiв побудови моделей оптимальних багатовимiр-
них дискретних сигналiв з полiпшеними якiсними
показниками за надiйнiстю, завадостiйкiстю, роз-
дiльною здатнiстю та захищенiстю вiд несанкцiо-
нованого доступу для систем радiозв’язку, iнфор-
мацiйних технологiй швидкiсного опрацювання ма-
сивiв з великим числом атрибутiв набору даних i
надiйного їх пересилання каналами зв’язку, прое-
ктування багатовимiрних систем керування функцi-
ями багатьох змiнних в просторовiй системi коорди-
нат. Пряма задача оптимiзацiї полягає у розширеннi
дiапазону рiзноманiтностi дискретних станiв бага-
товимiрної системи керування при використаннi фi-
ксованого числа базисних кодових сигналiв для ке-
рування системою. В оберненiй постановцi розгля-
дається задача мiнiмiзацiї числа базисних кодових
сигналiв для керування системою у фiксованому
дiапазонi її дискретних станiв.

3 Метод вирiшення задачi

Вирiшення задачi полягає в знаходженнi способу
покриття множиною кiльцевих 𝑡-вимiрних вектор-
сум, утворених на заданому числi 𝑛 базисних векто-
рiв 𝑡 -вимiрного простору, множини усiх вузлових
точок координатної сiтки цього простору фiксова-
ним числом рiзних способiв. Для цього необхiдно



80 Рiзник В. В.

домогтися взаємно однозначного вiдображення мно-
жини усiх можливих кiльцевих вектор-сум 𝑛 - послi-
довностi та множини координат усiх вузлових точок
t-вимiрної координатної сiтки, утвореної n бази-
сними векторами t-вимiрного простору фiксованим
числом способiв.

Метод базується на використаннi теорiї комбiна-
торних конфiгурацiй [1] та теорiї iдеальних кiльце-
вих в’язанок (IКВ) — комбiнаторних структур, еле-
ментами яких постають числа або вектори, якi на
вiдмiну вiд загально вiдомих рiзницевих множин та
iнших класичних комбiнаторних конфiгурацiй ма-
ють ширший дiапазон рiзновидiв й багатший набiр
властивостей їх тонкої структури [8, 9]. Для син-
тезу та дослiдження оптимальних багатовимiрних
дискретних сигналiв в просторових системах коор-
динат доцiльно притягнути теоретичнi положення i
методи 𝑡-вимiрного комбiнаторного аналiзу.

4 Методи синтезу одно- та ба-

гатовимiрних IКВ

Один iз пiдходiв до побудови одновимiрних 𝑡 = 1
IКВ базується на використаннi властивостей полiв
Ґалуа та геометрiй над ними. Для побудови IКВ з
параметрами 𝜐, 𝑘, 𝜆, де 𝑆 — сума елементiв iдеальної
кiльцевої в’язанки, 𝑛 — кiлькiсть елементiв, 𝑅 — чи-
сло кiльцевих сум з однаковими числовими сумами,
необхiдно знайти незвiдний над полем GF(𝑝𝑠) по-
лiном, визначити первiсний елемент 𝑥 цього поля з
максимально можливим перiодом згаданого елемен-
та та обчислити степенi 𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑧, (𝑧 = 𝑞𝑠 − 2),
якi повиннi “пробiгати” усi значення ненульових еле-
ментiв GF(𝑝𝑠).

Метод побудови IКВ [8] за допомогою апарату
теорiї полiв Ґалуа полягає в наступному :

- за параметрами 𝑆 = 𝜐, 𝑛 = 𝑘,𝑅 = 𝜆 знайти
первiсний незвiдний над полем Ґалуа полiном
вiдповiдного степеня;

- визначити первiсний полiном розширеного по-
ля;

- обчислити усi ненульовi елементи цього поля i
побудувати граф, вершинами якого є елементи
𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑧, (𝑧 = 𝑞𝑠 − 2);

- на побудованому графi обрати вершини, яким
вiдповiдають однаковi значення коефiцiєнтiв
при будь-якому з фiксованих степенiв;

- сполучивши усi сусiднi пари вершин ребрами,
отримати графiчне вiдображення IКВ у ви-
глядi багатокутника, вписаного в побудований
граф.

Розглянемо вiдображення IКВ з параметрами
𝑛 = 4, 𝑅 = 1, 𝑆 = 13 на множинi елементiв кругово-
го поля Ґалуа. У даному випадку первiсний елемент

𝑥 поля GF(32) задовольняє рiвняння 𝑓(𝑥) = 𝑥3−𝑥−
1, де 𝑓(𝑥)— незвiдний полiном надGF(32), 𝑝 = 3, 𝑠 =
2. Елементи цього поля зведенi в табл.1.

Табл. 1 Елементи GF(32), утворенi за незвiдним
полiномом 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 𝑥− 1

𝑥1 = 𝑥 𝑥8 = 2𝑥2 + 2

𝑥2 = 𝑥2 𝑥9 = 𝑥+ 2

𝑥3 = 𝑥+ 1 𝑥10 = 𝑥2 + 2𝑥

𝑥4 = 𝑥2 + 𝑥 𝑥11 = 2𝑥2 + 𝑥+ 1

𝑥5 = 𝑥2 + 𝑥+ 1 𝑥12 = 𝑥2 + 2

𝑥6 = 𝑥2 + 2𝑥+ 1 𝑥13 = 1

𝑥7 = 2𝑥2 + 2𝑥+ 1

У кiльцевий граф iз 𝑆 = 13 вершинами впи-
саний чотирикутник (𝑛 = 4), вершинам якого
𝑥1, 𝑥3, 𝑥9, 𝑥13 вiдповiдають нульовi коефiцiєнти при
степенях (рис. 1). Сумiжнi вершини цього чотири-
кутника рознесенi по колу обертової симетрiї 13-го
(𝑆 = 13) порядку на вiдстанi, кратнi числовим зна-
ченням (1,2,6,4), якi є базисними векторами однови-
мiрного IКВ-простору.

Х    +    Х    +    1    
2    

Х    +    2    Х    +    1    
2    

2    Х    +    2    Х    +    1    
2    

2    Х    +    2    
2    
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Х    +    2    Х    
2    

2    Х    +    Х    +    1    
2    

Х    +    2    
2    

1    

Х    

Х    
2    

Х    +    1    
Х    +    Х    

2    

Х    3    

Х    9    

Х    1    3    

Х    1    

Рис. 1. Графiчне зображення IКВ (1, 2, 6, 4) у полi
обертової симетрiї 13-го (𝑆* = 13) порядку

Вiдомо, що для побудови рiзних варiантiв IКВ-
простору з однаковими параметрами та вiдповiдни-
ми оптимальними структурними пропорцiями мо-
жуть годитися однаковi первiснi полiноми, нато-
мiсть рiзним полiномам вiдповiдають IКВ з одна-
ковими параметрами. Наприклад, первiснi полiно-
ми 𝑓1(𝑥) = 𝑥2 − 2 i 𝑓2(𝑥) = 𝑥2 + х+ 1 вiдповiдають
одному з варiантiв IКВ, тодi як для решти варiантiв
доводиться дошукувати iншi полiноми. Проблема
побудови повних сiмей IКВ ускладняється ще й на-
явнiстю численних неiзоморфних варiантiв IКВ, якi
не вдається побудувати за допомогою математично-
го апарату теорiї полiв Ґалуа [1]. Тому виникла
потреба в розробленнi таких методiв синтезу мо-
делей оптимальних багатовимiрних сигналiв, якi б
могли задовольнити широке коло фахiвцiв в обла-
стi багатовимiрних систем керування, векторних
iнформацiйних технологiй та радiозв’язку.
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Нехай задана IКВ 𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑖, . . . , 𝑘𝑛 з параме-
трами (𝑆, 𝑛,𝑅), де 𝑆 = 𝑚1 ×𝑚2, (𝑚1,𝑚2) = 1. Алго-
ритм побудови двовимiрного IКВ-простору включає
в себе виконання наступних операцiй:

- на послiдовностi 𝐾𝑛 = (𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑖, . . . , 𝑘𝑛)

знайти кiльцевi суми 𝑆𝑗 =
∑︁

𝑗
𝑖=1

𝑘𝑖,
𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛;

- на множинi кiльцевих сум 𝑆𝑗 , 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛
знайти впорядкованi пари чисел (𝑎𝑗 , 𝑏𝑗), 𝑗 =
1, . . . , 𝑛, де (𝑎𝑗 ≡ 𝑆𝑗(mod 𝑚1), 𝑏𝑗 ≡
𝑆𝑗(mod 𝑚2);

- впорядкувати пари чисел (𝑎𝑗 , 𝑏𝑗) за зростан-
ням числових значень елементiв 𝑏𝑗 , й вiдпо-
вiдно 𝑎𝑗 ;

- визначити елементи двовимiрної IКВ
((𝑘1𝑗 , 𝑘2𝑗)); 𝑘11 = 𝑎1, 𝑘21 = 𝑏1; 𝑘1𝑗 ≡ 𝑎𝑗 −
𝑎𝑗−1(mod 𝑚1), (𝑘2𝑗 ≡ 𝑏𝑗 − 𝑏𝑗−1(mod 𝑚2); 𝑗 =
2, 3, . . . , 𝑛.

Наприклад, одновимiрна IКВ (2, 5, 1, 3, 10), де
𝑆 = 21, 𝑛 = 5, 𝑅 = 1,𝑚1 = 3,𝑚2 = 7 перетворюється
у двовимiрну IКВ ((1, 0), (1, 1), (0, 1), (0, 2), (1, 3)).
Цей впорядкований набiр є базисом двовимiрного
векторного IКВ-простору, а множина усiх кiльце-
вих вектор-сум, взятих по комплексному модулю
mod (3, 7), утворює оптимальну систему кодування
𝑛(𝑛− 1) + 1 = 21 дискретних сигналiв у полi торої-
дної системи координат 3×7 з використанням лише
п’яти (𝑛 = 5) базових кодових сигналiв (табл.2).

Табл. 2 Оптимальний монолiтно-груповий код на
2D-IКВ ((1,0), (1,1), (0,1), (0,2), (1,3))

Вектор
Ваговi розряди векторного коду

(1,0) (1,1) (0,1) (0,2) (1,3)
(0,0) 1 1 1 1 1
(0,1) 0 0 1 0 0
(0,2) 0 0 0 1 0
(0,3) 0 0 1 1 0
(0,4) 1 1 0 0 1
(0,5) 1 1 1 0 1
(0,6) 1 1 0 1 1
(1,0) 1 0 0 0 0
(1,1) 0 1 0 0 0
(1,2) 0 1 1 0 0
(1,3) 0 0 0 0 1
(1,4) 0 1 1 1 0
(1,5) 0 0 0 1 1
(1,6) 0 0 1 1 1
(2,0) 0 1 1 1 1
(2,1) 1 1 0 0 0
(2,2) 1 1 1 0 0
(2,3) 1 0 0 0 1
(2,4) 1 1 1 1 0
(2,5) 1 0 0 1 1
(2,6) 1 0 1 1 1

Такий код забезпечує оптимальне керуван-
ня системою, стан якої визначається функцiя-
ми двох (𝑡 = 2) змiнних. Множина усiх кiль-
цевих вектор-сум, взятих по комплексному мо-
дулю mod (𝑚1,𝑚2, . . . ,𝑚𝑡), утворює 𝑡 — ви-
мiрну решiтку 𝑚1 ×𝑚2 × . . . ,×𝑚𝑡 =

𝑛(𝑛−1)
𝑅 , або

𝑚1 ×𝑚2 × . . . ,×𝑚𝑡 =
𝑛(𝑛−1)

𝑅 + 1, яка рiвночасно є
множиною вузлових точок 𝑡- вимiрної просторових
координат цiєї решiтки, причому координати ко-
жної вузлової точки зустрiчаються рiвно 𝑅 разiв [3].
Метод дає змогу здiйснювати бiєктивне перетво-
рення векторного IКВ-простору однiєї розмiрностi
в простiр iншої розмiрностi за дотримання умо-
ви (2). Теоретично iснує безлiч IКВ-просторiв рiзної
розмiрностi та способiв їх перетворення одних в iн-
шi, причому зi збiльшенням числа базових векторiв
IКВ — простору багатоманiтнiсть варiантiв фор-
мування таких просторiв набуває швидкого темпу
зростання без обмежень на число базових векторiв
i розмiрнiсть IКВ — простору.

У наведених прикладах числовi значення IКВ
𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑖, . . . , 𝑘𝑛 є базисом одновимiрного ве-
кторного IКВ-простору, де кожен вектор можна
однозначно подати у виглядi модульної (кiльцевої)
суми будь-якої кiлькостi послiдовно розмiщених за
кiльцевою схемою базисних векторiв IКВ. На вiд-
мiну вiд числових (одновимiрних), IКВ розмiрностi
𝑡 ≥ 2 є базисом 𝑡 — вимiрного векторного IКВ-
простору, де кожен вектор можна подати у виглядi
кiльцевої (𝑡 – модульної) суми послiдовно розмiще-
них за кiльцевою схемою векторiв IКВ. За таким же
принципом будується 𝑡 — вимiрний IКВ-простiр, де
кожен 𝑡 — вимiрний вектор є вiдповiдною кiльцевою
сумою базисних векторiв цього простору.

Вiдносно незначна частина вiд загальної кiль-
костi IКВ-просторiв з фiксованими параметра-
ми може утворюватися з досконалих циклiчних
𝜐, 𝑘, 𝜆 -рiзницевих множин (Perfect Cyclic Difference
Sets) [2], де всi набори параметрiв прив’язанi до
фiксованого значення порядку 𝑆 = 𝜐 обертової си-
метрiї, у полi якої знаходяться цi множини. На
вiдмiну вiд класичних рiзницевих множин, в IКВ
загального виду порядок симетрiї 𝑆* може набува-
ти рiзних значень в деяких теоретично визначених
межах при фiксованому 𝑛, i 𝑅 = 1. Завдяки такому
трактуванню IКВ, в полi обертової симетрiї порядку
𝑆* можуть зароджуватися бiльше, нiж при фiксова-
ному значеннi 𝑆 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, варiантiв багатовимiрного
IКВ-простору. В контекстi сказаного пiд одновимiр-
ною IКВ будемо розумiти не лише послiдовнiсть
цiлих додатних чисел (𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑖, . . . , 𝑘𝑛) , кiльце-
вi суми яких вичерпують натуральний ряд вiд 1 до
(𝑆 − 1) рiвно по 𝑅 разiв, де 𝑆 — сума усiх чисел IКВ,
а ширше коло рiзновидiв IКВ, для яких вимога щодо
перелiку кiльцевих сум є не обов’язковою. За таких
умов базисом IКВ-простору постає кiльцева послi-
довнiсть цiлих додатних чисел 𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑖, . . . , 𝑘𝑛,
усi кiльцевi суми якої є неоднаковими за деяким фi-
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ксованим модулем. Кiлькiсть варiантiв t-вимiрного
IКВ-простору залежить вiд порядку обертової симе-
трiї 𝑆*, у полi якої знаходиться IКВ 𝑛-го порядку,
де 𝑛(𝑛 − 1) < 𝑆* < 𝑛(𝑛 − 1)2, 𝑛 — число базисних
векторiв IКВ-простору. В [9] показано, що зi збiль-
шенням 𝑛 зростає кiлькiсть породжених обертовою
симетрiєю варiантiв IКВ-просторiв, утворених на
багатоманiтностi комбiнацiй їх базисних векторiв з
урахуванням рiзноманiтних способiв впорядкуван-
ня модулiв, причому збiльшення простих дiльникiв
числа 𝑆* приводить до зростання кiлькостi варiан-
тiв векторних IКВ-просторiв.

Властивостi векторного IКВ-простору i вiдкрит-
тя великого класу векторних IКВ-структур типу
«Зiрка Слава Українi!» [8], базиснi вектори яких
можуть змiнювати взаємне розмiщення всерединi
кiльцевої структури за схемою зiрки рiзного по-
рядку симетрiї, покриваючи координатною сiткою
усi вузловi точки просторової решiтки зiркового
IКВ-простору, розширює перспективи використан-
ня моделей оптимальних багатовимiрних сигналiв у
задачах, пов’язаних iз проблемою захисту iнформа-
цiї вiд несанкцiонованого доступу. Нижче наводи-
ться повний список базисних векторiв для побудови
двовимiрного IКВ-простору з параметрами 𝑛 = 4,
𝑅 = 1, 𝑆, 𝑚1 = 3, 𝑚2 = 4, 12 < 𝑆 < 36 (табл. 3).

Табл. 3 Варiанти базисних векторiв двовимiрного
IКВ-простору з параметрами 𝑛 = 4, 𝑅 = 1, 12 <
𝑆 < 36, 𝑚1 = 3, 𝑚2 = 4

Варiант Базиснi вектори
1 (0,1) (1,0) (0,2) (2,2)
2 (0,1) (1,1) (0,2) (2,1)
3 (0,1) (1,1) (2,1) (2,2)
4 (0,1) (1,2) (0,2) (2,0)
5 (0,1) (1,2) (1,1) (2,1)
6 (0,1) (1,2) (2,1) (2,3)
7 (0,1) (1,3) (0,2) (2,3)
8 (0,1) (1,3) (1,1) (2,2)
9 (0,2) (1,0) (0,3) (2,2)
10 (0,2) (1,0) (1,1) (2,2)
11 (0,2) (1,0) (1,3) (2,2)
12 (0,2) (1,0) (2,3) (2,2)
13 (0,2) (1,1) (0,3) (2,1)
14 (0,2) (1,2) (0,3) (2,0)
15 (0,2) (1,2) (1,1) (2,0)
16 (0,2) (1,2) (1,3) (2,0)
17 (0,2) (1,2) (2,1) (2,0)
18 (0,2) (1,2) (2,3) (2,0)
19 (0,2) (1,3) (0,3) (2,3)
20 (0,2) (2,2) (2,1) (1,0)
21 (0,3) (1,1) (1,3) (2,2)
22 (0,3) (1,2) (1,3) (2,3)
23 (0,3) (1,2) (2,3) (2,1)
24 (0,3) (1,3) (2,3) (2,2)

У табл. 3 занесенi усi варiанти впорядкованих за
кiльцевою схемою базисних векторiв, кожен з яких

дозволяє здiйснювати вiдлiк двовимiрних векторiв
у просторовому полi ортогональної координатної сi-
тки 3× 4, яка покриває поверхню тору, утворюючи
𝑛(𝑛− 1) = 12 вузлових точок.

На вiдмiну вiд класичних конфiгурацiй, вектор-
ний 𝑡-вимiрний IКВ-простiр задається параметра-
ми 𝑛,𝑅, 𝑆* 𝑚1,𝑚2, . . . ,𝑚𝑡, де 𝑛 — число базисних
𝑡 — вимiрних векторiв, 𝑅- кiлькiсть рiзних способiв
розкладання базисних векторiв за правилами отри-
мання кiльцевих вектор-сум з урахуванням компле-
ксного набору модулiв 𝑚1,𝑚2, . . . ,𝑚𝑡, 𝑆*- порядок
обертової симетрiї, яка породжує 𝑡-вимiрний IКВ-
простiр.

Один iз методiв швидкої розбудови наборiв
базисних векторiв ґрунтується на використаннi
властивостей IКВ як рiзновиду мультиплiкативних
груп, що дає змогу перетворювати однi варiанти
наборiв в iншi за допомогою множення бази-
сних векторiв на вiдповiднi вектор-коефiцiєнти.
Наприклад, з набору № 1 двовимiрних 𝑡 = 2 ба-
зисних векторiв ((0, 1), (1, 0), (0, 2), (2, 2)) можна
отримати з точнiстю до реверсування три варiан-
ти базисних векторiв множенням векторiв цього
набору на вектор-коефiцiєнти (1, 3), (2, 1), (2, 3).
Множення здiйснюється за комплексним мо-
дулем mod (3, 4): ((0, 1), (1, 0), (0, 2), (2, 2)) *
(1, 3) → ((0, 3), (1, 0), (0, 2), (2, 2)); варiант №
9 (реверс) ((0, 1), (1, 0), (0, 2), (2, 2)) * (2, 1) →
((0, 1), (2, 0), (0, 2), (1, 2)); варiант № 4 (ре-
верс) ((0, 1), (1, 0), (0, 2), (2, 2)) * (2, 3) →
((0, 3), (2, 0), (0, 2), (1, 2)); варiант № 14. За допомо-
гою цих же вектор-коефiцiєнтiв аналогiчно можна
отримати сiм груп рiзних варiантiв базисних векто-
рiв з точнiстю до реверсування по чотири набори в
кожнiй з п’яти груп та по два набори у двох групах
(табл. 4).

Першi п’ять рядкiв таблицi починаються зi схе-
ми розмiщення базисних векторiв на координатнiй
сiтцi 3 × 4 розгортки поверхнi тора, над якою здiй-
снюється операцiя множення на вектор-коефiцiєнти
(1, 3), (2, 1) та (2, 3) вiдповiдно з приведенням пра-
воруч новоутворених варiантiв. У шостому рядку
цiєї таблицi розмiщенi шоста i сьома групи базисних
векторiв, якi вiдрiзняються вiд решти тим, що в
кожнiй групi можливе взаємне перетворення варi-
антiв №2 i №19, та №7 i №13 за допомогою двох
вектор-множникiв — (1, 3) i (2, 3), тодi як множник
(2, 1) лише перетворює варiанти базисних векторiв
всерединi групи у самих себе з реверсуванням. Цi
двi мультиплiкативнi групи є незв’язанi мiж собою.
Обираючи початок вiдлiку координат векторiв в
однiй iз 12-ти вузлових точок координатної сiтки,
можна загалом отримати 24 * 3 * 4 = 288 варiантiв
базисних наборiв векторiв, не рахуючи дзеркально
симетричних вiдображень та можливостi взаємоза-
мiни ортогональних кiльцевих осей координатної
сiтки, розмiщеної на поверхнi тору. Будь-який iз
288 наборiв базисних векторiв створює двовимiрний
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Табл. 4 Варiанти базисних векторiв двовимiрного IКВ-простору в полi координатної сiтки 3× 4 поверхнi
тора

Вар. №1
3
2 × ×
1 ×
0 ×

0 1 2

⇒

Вар. №9
3 ×
2 × ×
1
0 ×

0 1 2

Вар. №4
3
2 × ×
1 ×
0 ×

0 1 2

Вар. №14
3 ×
2 × ×
1
0 ×

0 1 2
Вар. №11

3 ×
2 × ×
1
0 ×

0 1 2

⇒

Вар. №10
3
2 × ×
1 ×
0 ×

0 1 2

Вар. №18
3 ×
2 × ×
1
0 ×

0 1 2

Вар. №17
3
2 × ×
1 ×
0 ×

0 1 2
Вар. №12

3 ×
2 × ×
1
0 ×

0 1 2

⇒

Вар. №20
3
2 × ×
1 ×
0 ×

0 1 2

Вар. №16
3 ×
2 × ×
1
0 ×

0 1 2

Вар. №15
3
2 × ×
1 ×
0 ×

0 1 2
Вар. №21

3 × ×
2 ×
1 ×
0

0 1 2

⇒

Вар. №8
3 ×
2 ×
1 × ×
0

0 1 2

Вар. №23
3 × ×
2 ×
1 ×
0

0 1 2

Вар. №6
3 ×
2 ×
1 × ×
0

0 1 2
Вар. №24

3 × × ×
2 ×
1
0

0 1 2

⇒

Вар. №3
3
2 ×
1 × × ×
0

0 1 2

Вар. №22
3 × × ×
2 ×
1
0

0 1 2

Вар. №5
3
2 ×
1 × × ×
0

0 1 2
Вар. №2

3 ×
2 ×
1 × ×
0

0 1 2

⇔

Вар. №19
3 × ×
2 ×
1 ×
0

0 1 2

Вар. №7
3 × × ×
2 ×
1
0

0 1 2

⇔

Вар. №13
3
2 ×
1 × × ×
0

0 1 2

Табл. 5 Характеристика 2D i 3D IКВ-просторiв

Число базисних
векторiв

Кiлькiсть варiантiв IКВ-простору Розмiри 2D-IКВ
простору

Розмiри 3D-IКВ
простору

n 2D 3D 𝑚1 ×𝑚2 𝑚1 ×𝑚2 ×𝑚3

3 4 - 2× 3 -
4 24 - 3× 4 -
5 272 - 4× 5, 3× 7 -
6 384 128 2× 15, 5× 6, 3× 10 2× 3× 5
7 540 180 2× 21,6× 7, 3× 14 2× 3× 7
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IКВ-простiр, який покриває 𝑛𝑛(𝑛−1) = 12 вузлових
точок координатної сiтки 3 × 4 за рахунок вико-
ристання усiх можливих кiльцевих вектор-сум, що
дає змогу керувати системою, стан якої визначає-
ться функцiями двох (𝑡 = 2) змiнних на множинi
12-ти її фiксованих станiв у двовимiрному просто-
рi. Керування такою системою можна здiйснювати
двiйковим IКВ-кодом, позицiям якого присвоєно ва-
ги базисних векторiв IКВ-простору, причому для
цього достатньо мати систему кодування двовимiр-
них сигналiв керування iз чотирьох (𝑛 = 4) таких
векторiв. Характеристика 2D i 3D IКВ-просторiв з
числом базисних векторiв вiд 3 до 7 приведена у
табл. 5.

5 Обговорення

Дослiдження моделей оптимальних сигналiв
пов’язано з використанням класичної теорiї ком-
бiнаторних конфiгурацiй [10]. З появою векторних
iнформацiйних технологiй виникла потреба вдоско-
налення методiв опрацювання даних за допомогою
оптимальних багатовимiрних кодiв i сигналiв в про-
сторових системах координат. Рiзновиднiсть про-
сторової структури оптимальних багатовимiрних
сигналiв залежить вiд параметрiв IКВ-простору, якi
взаємопов’язанi формулами (2). У загальному ви-
падку стан оптимальної 𝑡-вимiрної системи керува-
ння визначається функцiями t змiнних на 𝑛(𝑛− 1)
фiксованих станах у 𝑡-вимiрному фазовому просто-
рi, де 𝑛 — число базисних векторiв IКВ-простору.
Це дозволяє зменшити в (𝑛− 1) разiв число ко-
дових сигналiв керування, водночас забезпечивши
надiйнiсть, завадостiйкiсть та роздiльну здатнiсть
системи керування. Моделi оптимальних векторних
сигналiв в просторових системах координат доцiль-
но використати для вдосконалення методiв швидко-
го опрацювання великих масивiв даних з 𝑡 наборами
атрибутiв, впроваджуючи векторнi технологiї в ба-
зисi 𝑡-вимiрної системи вiдлiку цих атрибутiв. Поня-
ття 𝑡-вимiрного IКВ-простору, породженого оберто-
вою симетрiєю, вiдкривають можливостi для дослi-
дження, синтезу та практичного застосування цього
класу моделей в радiозв’язку, векторних iнформа-
цiйних технологiях та багатовимiрних системах ке-
рування. Проглядається глибинний зв’язок явища
«вкладених» векторних IКВ-просторiв рiзної роз-
мiрностi з геометричним законом розподiлу нату-
ральних рядiв чисел в симетричних полях обертової
симетрiї. Запропонована методологiя оптимальних
багатовимiрних систем керування дозволяє зменши-
ти iнформацiйну та структурну надмiрностi систем
та полiпшити їхнi технiчнi характеристики. Палiтра
рiзновидiв векторних IКВ-просторiв стрiмко зро-
стає зi збiльшенням порядку 𝑆 обертової симетрiї, в
якiй закладена iнформацiя про неосяжну гармонiю
та первозданну досконалiсть геометричної розбудо-
ви Всесвiту.

Висновки

Моделi оптимальних багатовимiрних сигналiв
зручно iнтерпретувати у виглядi впорядковано-
го набору 𝑛 базисних 𝑡-вимiрних векторiв IКВ-
просторової системи координат, утвореної на мно-
жинi кiльцевих (модулярних) сум цих векторiв, яка
перелiчує усi вузловi точки координатної сiтки 𝑡-
вимiрної системи вiдлiку IКВ-простору фiксованим
числом 𝑅 рiзних способiв. Критерiєм оптимальностi
постає мiнiмiзацiя числа 𝑛 базисних векторiв для
покриття множиною кiльцевих 𝑡-вимiрних вектор-
сум усiх вузлових точок координатної сiтки 𝑡-
вимiрного IКВ-простору заданих розмiрiв фiксова-
ним числом способiв. Керування 𝑡-вимiрною систе-
мою здiйснюється двiйковим монолiтно-груповим
𝑡-вимiрним IКВ-кодом, стан якої визначається фун-
кцiями 𝑡 змiнних в просторовому полi на множинi
𝑛(𝑛− 1) її фiксованих станiв у 𝑡-вимiрному фазо-
вому просторi. Чисельна багатоманiтнiсть просто-
рових структур базисiв 𝑡-вимiрних IКВ дає змогу
здiйснювати оптимiзацiю, обираючи лiпшi з них за
потрiбними ознаками, наприклад, методом вiдсiка-
ння або скороченням довжини коду, добором вiд-
повiдних значень вагових розрядiв тощо. Це дозво-
ляє розробляти моделi оптимальних багатовимiрних
кодових сигналiв та оптимальних багатовимiрних
систем керування у фазовому просторi великої роз-
мiрностi встановлених розмiрiв. Моделi дозволяють
вирiшувати в прямiй та оберненiй остановцi завдан-
ня проблему подолання iнформацiйної надмiрностi
багатовимiрних систем керування, систем зв’язку,
опрацювання векторних масивiв даних, завадостiй-
ких систем кодування та перетворення форми iн-
формацiї залежно вiд конкретно поставленої опти-
мiзацiйної задачi.
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Модели оптимальных многомерных
сигналов в пространственных систе-
мах координат

Ризнык В. В.

Рассматриваются модели оптимальных многомер-
ных дискретных сигналов для усовершенствования ме-
тодов обработки векторных данных, определяемых фун-
кциями двух и более переменных, зависящих от про-
странственных координат. Исследована связь рассмо-
тренных моделей с классическими комбинаторными
конфигурациями, теорией циклических групп и вра-
щательной симметрией. Описанные модели превосходят
классические аналоги по количеству и разнообразию
тонкой структуры, что дает возможность расширить
сферу их практического использования в многомерных
системах управления, системах связи, векторных ин-
формационных технологиях.

Ключевые слова: векторное ИКВ-пространство; вра-
щательная симметрия; базисный вектор; развертка по-
верхности тора; оптимальный векторный код; вектор-
ные данные; размерность пространства; многомерная
система управления; векторные информационные те-
хнологии

Models of optimum multidimensional si-
gnals in the solid systems

Riznyk V. V.

Models of optimum multidimensional discrete signals
using novel design based on the “perfect” vector combi-
natorial configurations, namely the concept of Ideal Ri-
ng Bundles (IRB)s for development of new directions in
fundamental and applied research in vector informati-
on technologies presented. IRB means an n-stage cyclic
sequence of semi-measured terms, e.g. integers for which the
set of all circular sums enumerates row of natural numbers
by fixed times. Development of vector multidimensional
models and techniques, based on the remarkable geometric
properties of rotational symmetry-asymmetry relationships
allows configure optimum multidimensional control systems
for reproduce the maximum number of combinatorial vari-
eties in the systems with a limited number of basis vectors.
The modular vector sums of connected basis vectors of
an IRB-space enumerate the set of t-coordinates specified
with respect to t-dimensional cyclic frame reference exactly
R-times. The remarkable technical merits of IRB–space,
which properties hold for the same set of the IRB-
monolithic vector code in varieties permutations of its
terms is demonstrated, and method for design of two- or
multidimensional vector signals coded based on the opti-
mum binary monolithic code is presented. Proposed vector
models of optimum multidimensional discrete signals provi-
de, essentially, a new approach to generalize them to great
class of optimized problems in radio-telecommunications,
navigation and vector information technology. Moreover,
the optimization embedded in the underlying combinatorial
models. The favourable qualities of the Optimum Multi-
dimensional Ring code provides breakthrough opportuni-
ties to apply them to numerous branches of science and
advanced technology, with direct applications to vector
data telecommunications, vector encoded design, and opti-
mal vector information technology.

Key words: vector IRB-space; rotating symmetry; basis
vector; development of torus surface; optimum vector
code; vector data; dimensionality; multidimensional control
system; vector information technology
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