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В работе показана методика получения интегрального уравнения поля в плоскости апертуры сенсора,

которое позволяет строго решить задачу определения параметров сенсора, или при использовании

приближения заданного поля вычислить их с высокой степенью точности. Это является основой

дальнейшего анализа параметров сенсоров на качественном уровне, а также их практического расчета.

Показаны критерии использования приближения и возможности нормировки задачи.
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Введение

Для приборов оперативного контроля параме-
тров материалов в СВЧ диапазоне в качестве сен-
сора весьма привлекательным является открытый
конец коаксиальной линии (рис. 1).
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Рис. 1. Геометрическая схема измерений с помощью
ОКС: 𝑅1– внутренний радиус коаксиальной линии;

𝑅2 – внешний

Он отличается простотой, технологичностью, во-
зможностью работать в широком диапазоне частот,
высокой локальностью поля, простой подготовкой
образцов к измерениям. Несложно осуществить
изменения конструкции открытого коаксиального
сенсора (ОКС), которые открывают возможности

варьирования измеряемых образцов и областей при-
менения.

Для реализации достоинств ОКС требуется
строгая оценка его метрологических свойств. Для
этого требуется максимально точный расчет рас-
пределения электромагнитного поля. Современное
ПО дает возможность его точного расчета. Но для
определения взаимосвязей и понимания его свойств
необходимо развивать аналитические методы.

Первоначально рассматривались вопросы излу-
чения апертуры, и при описании дальнего поля
ограничивались сферическими функциями нулево-
го порядка [1, 2]. В случае ближнего поля сна-
чала использовалось статическое приближение [3].
В дальнейшем, при электродинамическом подхо-
де использовалось приближение заданного поля
(ПЗП), которое задают в плоскости апертуры (Gi-
ven Field Plane – GFP на рис.1 при ∆𝑧1 = 0 ) для
ТЕМ волны: 𝐸𝑟 ≈ 𝑟−1, 𝐸𝑧 = 𝐸𝜙 = 0 [4–6]. Но, как
показано еще в [7], поле в апертуре будет значи-
тельно отличаться от поля ТЕМ волны. Для учета
влияния высших гармоник в работе [8], в отличие
от традиционных известных подходов, GFP распо-
ложено в глубине коаксиала, но решение получено
не аналитическим, а численным методом. Анализ
метрологических свойств ОКС зачастую подразуме-
вал работу в лабораторных условиях [9–11], в том
числе с использованием спаренных ОКС [10, 11].
Иногда численный расчет сопровождался экспери-
ментом [12–15], что указывает на прикладную цель
таких работ. Кроме коаксиальных рассматривались
и иные виды апертур [16, 17]. Так же нужно отме-
тить, что в настоящее время в ряде работ как для
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задач дальнего, так и ближнего поля ОКС рассмо-
трены весьма специфические аспекты [1, 19, 20]. В
частности, влияние излучения ОКС при измерениях
слоистых объектов рассматривались в работе [21].

В качестве наиболее полных примеров описания
ближнего поля ОКС можно привести различные
подходы решения вопросов измерения параметров
слоистых образцов [8, 22]. В работе [23] задача опи-
сания ближнего поля сформулирована в наиболее
строгой постановке и представлен общий путь ее
решения для поля в апертуре ОКС. Данная работа
посвящена дальнейшему уточнению пути решения
и анализу факторов, которые без потери точности
позволят упростить расчет и обобщить результаты.

1 Особенности конструкций

ОКС и постановка задачи

Наиболее универсальным ОКС можно считать
выход коаксиальной линии в плоском экране (рис.
1). Для представления исходных соотношений в
данной работе будем считать образец однослой-
ным, однородным и бесконечным (𝑅3 → ∞ и
∆𝑧2 → ∞ ). Наиболее перспективны ОКС с ма-
лыми апертурами (2𝑅2 << 𝜆/2). Они могут ра-
ботать в очень широком диапазоне частот, что на
практике может быть использовано для увеличе-
ния количества получаемой информации. Поэтому
основным режимом является режим ближнего по-
ля, коаксиальная линия будет запредельной для
высших типов волн, и это позволит дальнейший
анализ ограничить случаем ее возбуждения на ТЕМ
моде. Открытая апертура может быть использована
в измерителях волноводного и резонаторного типа.
Резонаторные измерители предпочтительнее, так
как они имеют более высокую чувствительность,
а при использовании четвертьволнового резонатора
появляется возможность создания измерителя, ра-
ботающего в широком диапазоне частот [24]. В этом
случае с достаточной точностью можно разделить
процедуру расчета на расчет емкости со стороны
открытого конца и индуктивности закороченной ча-
сти. Сохранению метрологической ценности резуль-
тата способствует то, что достаточно определить
отклик резонаторного преобразователя на введение
измеряемого объекта. Это позволяет ограничиться
получением выражений для комплексной емкости
апертуры �̇�𝑎 , и далее для изменений ∆�̇�𝑎 при
измерениях. Представленная ранее методика расче-
та ОКС требует определения полей в областях (I) и
(II) (рис. 1) [4,7,21,22,24]. Учитывая ограниченный
объем статьи, на данном этапе представим методику
определения 𝐸𝑟(𝑧1, 𝑟) , которая является основой
для расчета �̇�𝑎 и ∆�̇�𝑎 . При ряде эвристических
предположений эта методика показана в [25].

2 Основные соотношения

Связь между радиальной компонентой электри-
ческого поля и магнитным полем выражается через
собственные радиальные функции области — 𝜒∞ (𝑟)
и функцию источника в осевом направлении —
𝑔 (𝑧, 𝑧′) [26]:

𝐻𝜑(𝑧, 𝑟) =

= −𝑗𝜔𝜀0�̇�2

𝑧′
2∫︁

𝑧′
1

2𝜋∫︁
0

∞∫︁
0

∞∫︁
0

𝜕
𝜕𝑟 (𝜒∞ (𝑟)) 𝜕

𝜕𝑟′ (𝜒∞ (𝑟′))

𝜂∞𝑘2∞
·

· 𝑔 (𝑧, 𝑧′)𝐸𝑟 (𝑧′, 𝑟′) 𝑟′𝑑𝜅𝑑𝑟′𝑑𝜑′𝑑𝑧′,

где 𝜀0 — диэлектрическая постоянная; �̇�2 — ком-
плексное значение относительной диэлектрической
проницаемости открытой области (II на рис. 1),
�̇�2 = 𝜀′2(1 − 𝑗𝑡𝑔𝛿2) ; 𝜔 — круговая частота; 𝑘∞ —
собственные числа, при 𝑅3 → ∞ :𝑘∞ = 𝜅 ; 𝜅 = 0...∞
; 𝜂∞ — квадрат нормы: 𝜂∞ = 2𝜋/𝜅 . В отрытой по
радиусу области собственные функции определяю-
тся как: 𝜒∞ (𝑟) = 𝐽0 (𝜅𝑟), где 𝐽0 (𝜅𝑟) — функции
Бесселя нулевого порядка. Продольная компонента
функции Грина 𝑔 (𝑧, 𝑧′) в этом выражении равна

𝑔 (𝑧, 𝑧′) = 1/𝛾𝑖,∞𝑠ℎ 𝛾𝑖,∞∆𝑧𝑖·

·
{︂

𝑐ℎ 𝛾𝑖,∞𝑧 𝑐ℎ 𝛾𝑖,∞ (∆𝑧𝑖 − 𝑧′) 𝑧 < 𝑧′

𝑐ℎ 𝛾𝑖,∞𝑧′ 𝑐ℎ 𝛾𝑖,∞ (∆𝑧𝑖 − 𝑧) 𝑧 > 𝑧′,
(1)

где 𝛾𝑖,∞ =
√︀
𝜅2 − �̇�𝑖𝑘20 – постоянная распростране-

ния в области; 𝑘0 — постоянная распространения
в вакууме. Для сокращения записи здесь и далее
будут удаляться все незначащие индексы, а для обо-
значения гиперболических функций выбраны наи-
более краткие записи ( 𝑐ℎ – для косинуса гипербо-
лического, 𝑠ℎ – для синуса, 𝑠𝑐ℎ – для секанса, 𝑐𝑠ℎ –
для косеканса, 𝑐𝑡ℎ – для котангенса).

В коаксиальной области (I на рис. 1) собствен-
ные числа 𝑘𝑐𝑛 имеют дискретные значения при 𝑛 =
0, 1, 2...∞ , и при 𝑛 = 1, 2...∞ представляют собой
n-е корни уравнения

𝑌0(𝑘𝑐𝑛𝑅2) · 𝐽0(𝑘𝑐𝑛𝑅1) − 𝑌0(𝑘𝑐𝑛𝑅1) · 𝐽0(𝑘𝑐𝑛𝑅2) = 0, (2)

где 𝑌0 — функция Неймана нулевого порядка.

Магнитное поле в (I) выразится через радиаль-
ные компоненты электрического поля на ее нижней
(𝐸𝑟(𝑧0, 𝑟)) и верхней (𝐸𝑟(𝑧1, 𝑟)) границах следую-
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щим образом [26,27]:

𝐻𝜑(𝑧, 𝑟) = −𝑗𝜔𝜀0�̇�1

𝑅2∫︁
𝑅1

∑︁
𝑛

2𝜋

𝜂𝑐𝑛(𝑘𝑐𝑛)
2 ·

· 𝜕

𝜕𝑟′
(𝜒𝑐

𝑛(𝑟)) (𝜒𝑐
𝑛(𝑟′))

𝑟′

𝛾𝑐
𝑛𝑠ℎ𝛾

𝑐
𝑛∆𝑧1

·

·
[︁
𝐸𝑟 (𝑧0, 𝑟

′) 𝑐ℎ (𝛾𝑐
𝑛(∆𝑧1 − 𝑧))−

− 𝐸𝑟 (𝑧1, 𝑟
′) 𝑐ℎ (𝛾𝑐

𝑛𝑧)
]︁
d𝑟′, (3)

где

𝜒𝑐
𝑛(𝑟) = 𝑌0(𝑘𝑐𝑛𝑅1) · 𝐽0(𝑘𝑐𝑛𝑟) − 𝑌0(𝑘𝑐𝑛𝑟) · 𝐽0(𝑘𝑐𝑛𝑅1),

𝜂𝑐𝑛 =
2𝜋

𝜈0

[︃
0, 5 ·𝑅2

2 ·
[︁
𝑌0(𝑘𝑐𝑛𝑅1) · 𝐽1(𝑘𝑐𝑛𝑅2)−

− 𝑌1(𝑘𝑐𝑛𝑅2) · 𝐽0(𝑘𝑐𝑛𝑅1)
]︁2

− 0, 5 ·𝑅2
1·

·
[︁
𝑌0(𝑘𝑐𝑛𝑅1) · 𝐽1(𝑘𝑐𝑛𝑅1) − 𝑌1(𝑘𝑐𝑛𝑅1) · 𝐽0(𝑘𝑐𝑛𝑅1)

]︁2]︃
,

𝛾𝑐
𝑛 =

√︁
(𝑘𝑐𝑛)

2 − �̇�1𝑘20,

где 𝜈0 – коэффициент ряда Фурье азимутальных
компонент, при 𝑚 = 0 𝜈𝑚 = 1 и при 𝑚 > 1
𝜈𝑚 = 2 ; при 𝑛 = 0 : 𝜒𝑐

0(𝑟) = ln(𝑘0𝑟), 𝛾𝑐
0 =

√︀
−�̇�1𝑘20,

𝜂𝑐0 = 2𝜋
𝜈0

ln (𝑅2/𝑅1).

3 Интегральное уравнение ис-

точника

Основываясь на методе частичных областей и
используя граничные условия для магнитной ком-
поненты, можно приравнять 𝐻𝜑(𝑧, 𝑟) над и под гра-
ницей 𝑧 = 𝑧1. Опуская громоздкие преобразования,
на основании выражений для 𝐻𝜑(𝑧, 𝑟) , записанных
для плоскостей 𝐻𝜑(𝑧1+0, 𝑟) и 𝐻𝜑(𝑧1−0, 𝑟), получим
интегральное выражение для распределения ради-
альной компоненты электрического поля в сечении
ОКС – 𝐸𝑟(𝑧1, 𝑟):

𝑅2∫︁
𝑅1

𝐸𝑟 (𝑧1, 𝑟
′)
[︁
�̇�2�̇�3(𝑟, 𝑟′) + �̇�1�̇�2(𝑟, 𝑟′)

]︁
𝑟′𝑑𝑟′ =

= �̇�1

𝑅2∫︁
𝑅1

𝐸𝑟 (𝑧0, 𝑟
′) �̇�1(𝑟, 𝑟′)𝑟′𝑑𝑟′, (4)

где

�̇�1(𝑟, 𝑟′) = 2𝜋
∑︁
𝑛

𝑐𝑠ℎ (𝛾𝑐
𝑛∆𝑧1)

𝜂𝑐𝑛(𝑘𝑐𝑛)
2
𝛾𝑐
𝑛

𝜕

𝜕𝑟
(𝜒𝑐

𝑛(𝑟))
𝜕

𝜕𝑟′
(𝜒𝑐

𝑛(𝑟′)),

�̇�2(𝑟, 𝑟′) = 2𝜋
∑︁
𝑛

𝑐𝑡ℎ (𝛾𝑐
𝑛∆𝑧1)

𝜂𝑐𝑛(𝑘𝑐𝑛)
2
𝛾𝑐
𝑛

𝜕

𝜕𝑟
(𝜒𝑐

𝑛(𝑟))
𝜕

𝜕𝑟′
(𝜒𝑐

𝑛(𝑟′)),

�̇�3(𝑟, 𝑟′) =

∞∫︁
0

𝐽1(𝜅𝑟)𝐽1(𝜅𝑟′)
𝜅

𝛾2(𝜅)
𝑑𝜅.

При использовании этого выражения степень
приближения конечных результатов будет опреде-
ляться только точностью эвристического выбора
распределения 𝐸𝑟 (𝑧0, 𝑟

′) . Для получения точного
решения необходимо продолжить процедуру «сши-
вания» полей на границах изменения сечений резо-
натора ниже плоскости заданного поля вплоть до
закорачивающей стенки индуктивной части. В про-
стейшем случае можно считать, что ниже 𝑧0 будет
расположена индуктивная часть длиной ∆𝑧𝐿 , у ко-
торой сечение и заполнение будет такое же, как и
на участке ∆𝑧𝐿 (рис. 1), и которая заканчивается
плоской проводящей стенкой. Записывая магнитное
поле над и под сечением 𝑧 = 𝑧0 :𝐻𝜑(𝑧0 + 0, 𝑟) и
𝐻𝜑(𝑧0 − 0, 𝑟) , и приравнивая эти выражения, по-
лучим строгое уравнение для 𝐸𝑟 (𝑧1, 𝑟

′) :

𝑅2∫︁
𝑅1

𝐸𝑟 (𝑧1, 𝑟
′)
[︁
�̇�2�̇�3(𝑟, 𝑟′) + �̇�1�̇�2(𝑟, 𝑟′)−

−�̇�1�̇�4(𝑟, 𝑟′)
]︁
𝑟′d𝑟′ = 0, (5)

где

�̇�4 = 2𝜋·

·
∑︁
𝑛

𝑐𝑠ℎ2 (𝛾𝑐
𝑛∆𝑧1)

𝜂𝑐𝑛(𝑘𝑐𝑛)
2
𝛾𝑐
𝑛 [𝑐𝑡ℎ (𝛾𝑐

𝑛∆𝑧1) + 𝑐𝑡ℎ (𝛾𝑐
𝑛∆𝑧𝐿)]

·

· 𝜕

𝜕𝑟
(𝜒𝑐

𝑛(𝑟))
𝜕

𝜕𝑟′
(𝜒𝑐

𝑛(𝑟′)) , (6)

Нетривиальное решение даст распределение
𝐸𝑟 (𝑧1, 𝑟

′) для заданной частоты 𝜔 .

4 Упрощение задачи и норми-

ровка решения

При расчете реальных резонаторных измерите-
лей практический интерес представляет сдвиг ре-
зонансной частоты и изменение добротности при
внесении образца, которые связаны с ∆�̇�𝑎 . Для
расчета при 𝑅2 << 𝜆 , в широком диапазоне ча-
стот можно ограничиться использованием ПЗП и,
соответственно, выражением (??)(2). Исходное ра-
спределение – 𝐸𝑟(𝑧0, 𝑟) в GFP, можно задать в
виде:𝐸𝑟(𝑧0, 𝑟) = 𝑈0𝑟

−1 , где 𝑈0 – произвольное
напряжение (рис.1). В отличие от использовавше-
гося ранее варианта ПЗП с расположением GFP в
плоскости апертуры, в данном случае можно распо-
ложить GFP в глубине коаксиальной линии. При
𝑅2 << 𝜆 затухание высших гармоник поля бу-
дет достаточно сильным и можно будет подобрать
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∆𝑧1 таким, чтобы обеспечить заданную точность
расчета.

В подобных задачах часто нормируют все разме-
ры к длине волны в свободном пространстве 𝜆0 . В
данном случае можно нормировать к длине волны
в диэлектрике на выходе коаксиальной линии. Но
при распространении решения на всю область ре-
зонатора, включая области ввода/вывода энергии,
поршень и прочие, это создаст неудобства.

Нормировка размеров к длине волны в свобо-
дном пространстве потребует ввести сомножитель
𝜆0 в выражениях 𝐻𝜑(𝑧, 𝑟). Нормированная посто-
янная распространения в свободном пространстве
будет равна 𝑘0 = 2𝜋 , а значения корней уравнения
(2)(1) примут универсальный характер. Асимпто-
тическое поведение корней позволит существенно
упростить процедуру оценки точности при исполь-
зовании данного варианта ПЗП. Функции Бесселя
стремятся к своим асимптотам при 𝑅1/𝑅2 → 1 и
∆𝑅 → 0. Поэтому асимптоты для 𝑘𝑐𝑛 имеют вид:
𝑘𝑐𝑛 → 𝑛𝜋/∆𝑅. На рис. 2 для 𝑛 = 1...3 показаны
зависимости отношений ∆𝑘𝑐𝑛 = 𝑘𝑐𝑛/𝑘

𝑐
𝑛 от 𝑅1/𝑅2.

Для произвольных 𝑛 при 𝑅1/𝑅2 > 0, 1 форма этих
зависимостей меняется слабо, изменяется только их
масштаб.
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0,2 0,6 10,40
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n=3

R1/R2
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Рис. 2. Асимптотическое приближение корней соб-
ственных функций коаксиальной линии

Выводы

Представленное решение задачи определения по-
ля в апертуре является основой для определения
функции преобразования ОКС, а разработанную
методику можно распространить для решения ши-
рокого класса осесимметричных СВЧ устройств.
Аналитическое описание позволяет на этапе выбора
конструкции измерителя оценить вклад физических
факторов, обосновать поведение результирующих
характеристик, построить систему критериев оцен-
ки качества, обосновать и оптимизировать геоме-
трические схемы сенсоров, упростить последующие
этапы, включая макетирование и эксперимент.
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Коаксiальний сенсор вiдкритого ти-
пу. Iнтегральне рiвняння електрично-
го поля в площинi апертури

Лю Чан, Панченко О. Ю., Слiпченко М. I.,

Зайченко О. Б.

В роботi показана методика отримання iнтеграль-

ного рiвняння поля в площинi апертури сенсора, що

дозволяє строго розв’язати задачу визначення параме-

трiв сенсора, або при використаннi наближення задано-

го поля обчислити їх з високим ступенем точностi. Це

є основою подальшого аналiзу параметрiв сенсорiв на

якiсному рiвне, а також їх практичного розрахунку. По-

казано критерiї використання наближення i можливостi

нормiровки задачi.

Ключовi слова: функцiї Беселя; граничнi умови; вла-

снi функцiї; функцiя Грiна

Open type coaxial sensor. Integral
equation of the electric field in the
aperture plane

Chang Liu, Panchenko A. Yu., Slipchenko N. I,

Zaichenko O. B.

Introduction. The open end of a coaxial line has good

prospects of usage as a sensor for devices of flexi monitoring

of parameters of materials in the microwave range. Its exact

mathematical description requires the definition of the field

in any section.

Integral equation. A rigorous integral equation for

the radial component of the electric field in the plane

aperture is obtained. The technique of obtaining this

equation is based on the method of partial areas and

boundary conditions for magnetic components. The cri-

teria of using the approximation of the given field and

possibilities of the solution normalization are shown.

Conclusions. The obtained technique can be distri-

buted to solving problems a wide class of axissymmetric

microwave devices. It is the basis of further analysis of their

parameters and practical calculation. Information on the

normalization summarize the results and will be useful in

the selecting designs of sensors.

Key words: Bessel functions; boundary conditions; ei-

genfunctions; Green’s function
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