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Методом iнтегральних рiвнянь розв’язано електродинамiчну задачу знаходження узагальненої матрицi

розсiювання нескiнченно тонкої несиметричної односторонньої iндуктивної дiафрагми у прямокутному

хвилеводi. Одержано систему iнтегральних рiвнянь, порядок якої дорiвнює числу власних хвиль пря-

мокутного хвилеводу, що по черзi падають на дiафрагму iз лiвої часткової областi. Розв’язок кожного

з них зводиться до системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь вiдносно коефiцiєнтiв розкладу невiдомого

тангенцiального електричного поля у отворi зв’язку по його власним координатним функцiям. Ви-

рiшення даної системи визначає розподiл тангенцiального електричного поля у вiкнi дiафрагми, по

якому обчислюється узагальнена матриця розсiювання неоднорiдностi, що розглядається. Проведено

чисельне дослiдження властивостей одержаного рiшення i дано рекомендацiї щодо його практичного

застосування.
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Вступ

Прямокутний хвилевiд з розмiщеними у ньому
неоднорiдностями грає одну iз провiдних ролей у
реалiзацiї широкого класу компонентiв мiкрохви-
льової технiки. У якостi таких неоднорiдностей у
прямокутному хвилеводi найбiльшого поширення
набули iндуктивнi дiафрагми. У роботах [1–5] вка-
зується на можливiсть застосування iндуктивних
дiафрагм у якостi елементiв об’ємних резонаторiв,
мiкрохвильових фiльтрiв, секцiй диференцiального
фазового зсуву, пристроїв для вимiрювання коефi-
цiєнтiв матрицi розсiювання у хвилевiдному трактi,
вузлiв узгодження коаксiально-хвилевiдних перехо-
дiв та комплексних навантажень. Найбiльш повна
бiблiографiя з питань розрахунку i застосування
дiафрагм у прямокутному хвилеводi представлена
у роботi [6]. Iз неї слiдує, що побудова значної
кiлькостi мiкрохвильових пристроїв заснована на
використаннi iдеальної моделi тонкої iндуктивної
дiафрагми. Припущення нескiнченно тонкої дiафра-
гми [3–6] дозволяє значно спростити аналiз структу-
ри, оскiльки вся її однохвильова матриця розсiюва-
ння визначається одним комплексним коефiцiєнтом
вiдбиття. В [5] показано, що характеристики дi-
афрагми в площинi її геометричного положення
повнiстю визначаються через один параметр, який
достатньо просто знаходиться експериментально.

Фактично можливiсть використання наближеної
моделi дiафрагми у виглядi її однохвильової матри-
цi розсiювання i пов’язаної з нею реактивної про-
вiдностi обмежена робочим дiапазоном частот, при
якому уздовж хвилеводу може поширюватися лише
основна хвиля 𝐻10. Використання цiєї наближеної
моделi при аналiзi складної хвилевiдної структури
можливе лише у випадках, коли вищi типи хвиль,
якi збуджуються на однiй неоднорiдностi, при своє-
му поширеннi уздовж хвилеводу повнiстю затуха-
ють, не досягаючи сусiдньої неоднорiдностi [3, 4].
Таким чином, iнформацiї про реактивну провiднiсть
дiафрагми недостатньо, якщо дана неоднорiднiсть
повинна використовуватись у з’єднаннi декiлькох
базових елементiв, утворюючи складну поздовжньо
неоднорiдну структуру. Для забезпечення можли-
востi використання дiафрагми у складi такої по-
здовжньо неоднорiдної структури необхiдно знати
її узагальнену матрицю розсiювання, яка враховує
взаємодiю сусiднiх неоднорiдностей по вищих ти-
пах хвиль [7]. Використання останньої забезпечує
можливiсть високоточного проектування складної
поздовжньо неоднорiдної структури iз як завгодно
близько розташованими неоднорiдностями на вiд-
мiну вiд наближеної моделi, яка в цих умовах дає
значну похибку.

В [7] обґрунтована необхiднiсть розробки висо-
коякiсної елементної бази мiкрохвильової технiки
за рахунок зменшення похибок розрахункiв, що
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досягається створенням бiльш точних електродина-
мiчних моделей, заснованих на методi узагальненої
матрицi розсiювання. Таким чином, пiдвищення ви-
мог до характеристик деяких пристроїв мiкрохви-
льової технiки обумовлює необхiднiсть перегляду
iснуючих електродинамiчних методiв у вiдношеннi
пiдвищення точностi розрахункiв узагальнених ма-
триць розсiювання неоднорiдностей у прямокутно-
му хвилеводi i в першу чергу тонких iндуктивних
дiафрагм.

Пiдвищення ефективностi проектування мiкро-
хвильових пристроїв передбачає урахування неси-
метричностi конструкцiї, яка неодмiнно з’являється
в кожному реальному зразку внаслiдок неточностей
виготовлення. Тому особливу увагу слiд придiляти
неоднорiдностям iз несиметричним розташуванням
вiдносно поздовжньої площини симетрiї прямоку-
тного хвилеводу. Якщо неодмiнною умовою прое-
ктування будь-якого надвисокочастотного вузла є
оцiнка допускiв на виготовлення, то розрахункову
модель необхiдно будувати з урахуванням несиме-
тричностi конструкцiї. Зазвичай вiдхилення розмi-
рiв структури вiд iдеалiзованих моделей дуже малi.
Тому вiдчути змiну характеристик пристрою вна-
слiдок похибок виготовлення можна за допомогою
лише алгоритмiв з високою точнiстю обчислень.

Як наслiдок, для проектування надвисокоча-
стотних пристроїв з урахуванням можливих не-
точностей виготовлення необхiдно мати серiю ал-
горитмiв розрахунку несиметричних структур, якi
з’являються в кожному реальному пристрої у про-
цесi виробництва. Як передбачається, цi алгоритми
можуть бути одержанi шляхом реалiзацiї рiшень
складних електродинамiчних задач. Тому виклю-
чно важливо мати базу числових даних, якi мо-
жна було б використати для налагодження зазна-
чених алгоритмiв. Одним iз шляхiв розв’язання
цiєї важливої проблеми є одержання високоточних
рiшень електродинамiчних задач для класичного
базового елемента у виглядi тонкої несиметричної
односторонньої iндуктивної дiафрагми у прямоку-
тному хвилеводi. У данiй роботi розглядається за-
дача узагальнення iснуючого рiшення на випадок
дифракцiї на нескiнченно тонкiй дiафрагмi всьо-
го спектру електромагнiтних хвиль 𝐻𝑚0. Одержанi
результати справедливi для реальних хвилевiдних
структур, у яких використання математичної мо-
делi нескiнченно тонкої дiафрагми є адекватним
наближенням. Особливої уваги заслуговує можли-
вiсть створення бази даних для налагодження ал-
горитмiв розв’язання задач по визначенню допускiв
на виготовлення мiкрохвильових пристроїв на осно-
вi iндуктивних неоднорiдностей у прямокутному
хвилеводi. Результати даної роботи можуть знайти
застосування при розробках алгоритмiв швидко-
го i високоточного обчислення частотних характе-
ристик багатоступiнчастих несиметричних хвилевi-
дних структур.

1 Математична модель дiафра-

гми

Електродинамiчна структура, що розглядається,
схематично зображена на рис. 1, де показано по-
здовжнiй перерiз прямокутного хвилеводу шириною
𝑎 з нескiнченно тонкою дiафрагмою, ширина вiкна
якої позначена лiтерою 𝑐. На рис. 1 вiдсутнє по-
значення висоти хвилеводу, оскiльки розглядається
скалярна задача, розв’язок якої не залежить вiд
величини 𝑏. Виконаємо електродинамiчний аналiз
фiзичної моделi, зображеної на рис. 1, з метою зна-
ходження її узагальненої матрицi розсiювання, ви-
користання якої гарантує високоточне моделювання
дiафрагми у складi будь-якої поздовжньо неодно-
рiдної структури у прямокутному хвилеводi iз як
завгодно малими вiдстанями мiж сусiднiми неодно-
рiдностями. Будемо виходити iз загально вiдомого
позначення узагальненої матрицi розсiювання [8]

𝑆
(𝜇𝜈)
𝑚𝑛 , яке означає, що 𝑛-та хвиля 𝜈-го хвилеводу пе-

ретворюється у 𝑚-ту хвилю 𝜇-го хвилеводу, де 𝑚 =

1, 2, ...,𝑀 ; 𝑛 = 1, 2, ..., 𝑁 . Знаходження 𝑆
(𝜇𝜈)
𝑚𝑛 даної

структури передбачає розв’язання 𝑁 задач дифра-
кцiї електромагнiтних хвиль на дiафрагмi. Iз цього
позначення слiдує, що власнi функцiї прямокутного
хвилеводу i вiкна дiафрагми нумеруються одним
iндексом, зазвичай у порядку зростання критичних
хвильових чисел. Для визначення параметрiв уза-
гальненої матрицi розсiювання виберемо метод iн-
тегральних рiвнянь, який дозволяє об’єднати всi
𝑁 розв’язкiв електродинамiчних задач дифракцiї в
одну обчислювальну процедуру.

 
Рис. 1. Фiзична модель тонкої дiафрагми

Розв’язання ключової задачi проводимо у набли-
женнi iдеальної провiдностi дiафрагми i металiчних
стiнок незаповненого дiелектриком прямокутного
хвилеводу. Приймемо для простоти, що вхiдний
i вихiдний хвилеводи однаковi, а власнi функцiї
часткових областей по обидвi сторони дiафрагми
iдентичнi. Для цього випадку в роботi [6] одержано
iнтегральне рiвняння вiдносно невiдомого тангенцi-
ального електричного поля у вiкнi дiафрагми при
падiннi на електродинамiчну структуру, що розгля-
дається, основної хвилi 𝐻10 прямокутного хвилево-
ду. Воно дозволяє обчислювати вхiдну комплексну
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провiднiсть дiафрагми в дiапазонi частот, в якому
можливе поширення лише основної хвилi прямоку-
тного хвилеводу.

Один iз шляхiв розв’язання електродинамiчної
задачi, що розглядається, бачиться в узагальненнi
одержаного в [6] iнтегрального рiвняння на випадок
падiння iз лiвої часткової областi на дiафрагму всьо-
го спектру первинних електромагнiтних хвиль 𝐻𝑛0.
З огляду на однорiднiсть структури уздовж осi 𝑦
електричний вектор кожної з цих хвиль має вiдмiн-
ну вiд нуля лише компоненту, паралельну вузькiй
стiнцi хвилеводу. Аналiтичнi вирази для власних
функцiй хвилеводу i дiафрагми знаходяться згiдно
iз загально вiдомим визначенням узагальненої ма-

трицi розсiювання 𝑆
(𝜇𝜈)
𝑚𝑛 . Дотримуючись методики

прирiвнювання тангенцiальних складових електри-
чних i магнiтних полiв на границi подiлу часткових
областей, як у роботi [6], одержимо узагальнену
систему iнтегральних рiвнянь∑︁

𝑚

𝑌𝑚Ψ𝑚

∫︁
𝑐

𝐸Ψ𝑚𝑑𝑐 = 𝑌𝑛Ψ𝑛, (1)

де 𝐸 – невiдоме тангенцiальне електричне поле у
отворi зв’язку; Ψ𝑚, Ψ𝑛 – тангенцiальнi складовi
власних скалярних функцiй прямокутного хвиле-
воду; 𝑌𝑚, 𝑌𝑛 – вiдповiднi їм провiдностi; 𝑚 =
1, 2, ...,𝑀 ; 𝑛 = 1, 2, ..., 𝑁 ; 𝑀 – число хвиль, якi
враховуються у розкладаннi електричного поля у
хвилеводi; 𝑁 – число хвиль, якi по черзi падають
на неоднорiднiсть, утворюючи послiдовнiсть задач
дифракцiї; 𝑐 – ширина вiкна дiафрагми.

Для кожного 𝑛 розв’язуємо систему iнтеграль-
них рiвнянь (1), використовуючи метод Гальоркi-
на [9]. Вiдповiдно до цього методу невiдоме танген-
цiальне електричне поле 𝐸 у отворi зв’язку апро-
ксимуємо рядами координатних функцiй (власних
хвиль) вiкна дiафрагми

𝐸 =
∑︁
𝑘

𝐷𝑘Φ𝑘, (2)

де 𝐷𝑘 – невiдомi комплекснi коефiцiєнти; 𝑘 =
1, 2, ...,𝐾; 𝐾 – число координатних функцiй, якi
враховуються у розкладаннi.

Пiдставляючи (2) в (1) i виконуючи перетворен-
ня у вiдповiдностi з методом Гальоркiна, для кожно-
го 𝑛 одержуємо систему лiнiйних алгебраїчних рiв-
нянь вiдносно комплексних коефiцiєнтiв розкладу
тангенцiального електричного поля у отворi зв’язку
в ряд по системi його координатних функцiй∑︁

𝑘

𝐷𝑘

∑︁
𝑚

𝑌𝑚𝜂𝑙𝑚𝜂𝑘𝑚 = 𝑌𝑛𝜂𝑙𝑛; 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝐿, (3)

де 𝑘 = 1, 2, ...,𝐾; 𝑛 = 1, 2, ..., 𝑁 ; 𝜂𝑘𝑚 – коефiцiєнт
зв’язку 𝑘-тої координатної функцiї вiкна дiафрагми
Φ𝑘 i 𝑚-тої власної функцiї прямокутного хвилеводу
Ψ𝑚; аналогiчний змiст мають коефiцiєнти 𝜂𝑙𝑚, 𝜂𝑙𝑛.

В аналiтичному виглядi цi коефiцiєнти можуть бути
записанi як

𝜂𝑘𝑚 =

∫︁
𝑐

Φ𝑘Ψ𝑚𝑑𝑐;

𝜂𝑙𝑚 =

∫︁
𝑐

Φ𝑙Ψ𝑚𝑑𝑐; 𝜂𝑙𝑛 =

∫︁
𝑐

Φ𝑙Ψ𝑛𝑑𝑐.

(4)

Зазначимо, що лiва частина спiввiдношення (3)
утворює квадратну матрицю коефiцiєнтiв при невi-
домих, де iндекс 𝑘 розгортає систему по рядках, а
iндекс 𝑙 по стовпцях. Кожна складова матрицi пра-
вих частин (3) вiдповiдає рiшенню окремої задачi
дифракцiї як результат падiння на дiафрагму зада-
ної власної хвилi прямокутного хвилеводу. Видно,
що квадратна матриця коефiцiєнтiв при невiдомих
не залежить вiд вигляду правої частини системи (3).
Це дає змогу для вирiшення (3) використати про-
граму розв’язання системи лiнiйних алгебраїчних
рiвнянь з багатьма правими частинами. При цьому
заздалегiдь повиннi бути знайденi всi складовi, якi
формують матрицю коефiцiєнтiв.

Щоб знайти розрахунковi спiввiдношення для
обчислення коефiцiєнтiв зв’язку 𝜂𝑘𝑚, 𝜂𝑙𝑚 i 𝜂𝑙𝑛, необ-
хiдно задати аналiтичнi вирази для тангенцiальних
складових електричних полiв у хвилеводi та вiкнi
дiафрагми. Вигляд кожного такого виразу зале-
жить вiд розташування хвилевiдної структури з
дiафрагмою вiдносно прямокутної системи коорди-
нат. Iснує декiлька можливих випадкiв зображення
фiзичної моделi дiафрагми вiдносно прямокутної
системи координат. Однак, всi вони приводять до
однакового кiнцевого результату, не дивлячись на
деякi вiдмiнностi у формулах для обчислення кое-
фiцiєнтiв зв’язку. Проiлюструємо це положення на
прикладi двох основних зображень дiафрагми вiд-
носно прямокутної системи координат. Для випадку
розташування дiафрагми, як зображено на рис. 1, у
вiдповiдностi до [10] маємо

Ψ𝑚 = 𝐴𝑚 sin𝛼𝑚𝑥; Φ𝑘 = 𝐵𝑘 sin𝛽𝑘𝑥, (5)

де 𝛼𝑚 = 𝑚𝜋/𝑎; 𝛽𝑘 = 𝑘𝜋/𝑐; 𝐴𝑚 =
√︀

2/𝑎; 𝐵𝑘 =
√︀

2/𝑐.
Для обчислення 𝜂𝑘𝑚 необхiдно в перше рiвнян-

ня (4) пiдставити значення тангенцiальних складо-
вих електричних функцiй (5) i виконати iнтегрува-
ння. Таким чином, маємо

𝜂𝑘𝑚 =

∫︁
𝑐

2/
√
𝑎𝑐 sin𝛽𝑘𝑥 sin𝛼𝑚𝑥𝑑𝑐. (6)

Пiдставляючи (5) в формулу (6) i виконуючи iн-
тегрування в межах вiд 0 до 𝑐 у вiдповiдностi з [11],
одержуємо

𝜂𝑘𝑚 =
1√
𝑎𝑐

[
sin(𝛽𝑘 − 𝛼𝑚)𝑥

𝛽𝑘 − 𝛼𝑚
− sin(𝛽𝑘 + 𝛼𝑚)𝑥

𝛽𝑘 + 𝛼𝑚
]. (7)

Надалi пiдставляємо в (7) межi iнтегрування
𝑥 = 0 та 𝑥 = 𝑐 i використовуємо формули перетво-
рень тригонометричних функцiй [11]. В результатi
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перетворення останнього виразу з урахуванням меж
iнтегрування одержуємо

𝜂𝑘𝑚 =
2√
𝑎𝑐

−(−1)
𝑘
𝛽𝑘 sin𝛼𝑚𝑐

𝛽2
𝑘 − 𝛼2

𝑚

. (8)

Коефiцiєнти зв’язку 𝜂𝑙𝑛 iдентичнi 𝜂𝑘𝑚, якщо у
виразi (8) виконати замiну iндексiв 𝑘, 𝑚 на 𝑙, 𝑛.
Аналогiчно, коефiцiєнти зв’язку 𝜂𝑙𝑚 обчислюються
по спiввiдношенню (8) при замiнi 𝑘 iндексом 𝑙.

Зазначимо, що формули (5) – (8) одержанi для
випадку розташування дiафрагми всерединi прямо-
кутного хвилеводу, як показано на рис. 1. Iснує та-
кож важлива альтернативна фiзична модель, коли
дiафрагма розташовується на протилежнiй сторонi
хвилеводу.

Для другого випадку розташування дiафрагми
всерединi прямокутного хвилеводу замiсть фор-
мул (5) маємо

Ψ𝑚 = 𝐴𝑚 sin𝛼𝑚𝑥; Φ𝑘 = 𝐵𝑘 sin𝛽𝑘[𝑥− (𝑎− 𝑐)]. (9)

Пiдставляючи спiввiдношення (9) в першу фор-
мулу (4) i обчислюючи iнтеграл у вiдповiдностi
з [11], знаходимо

𝜂𝑘𝑚 =
1√
𝑎𝑐

{︃
sin(𝛽𝑘 − 𝛼𝑚)𝑥− 𝛽𝑘(𝑎− 𝑐)

𝛽𝑘 − 𝛼𝑚
−

− sin(𝛽𝑘 + 𝛼𝑚)𝑥− 𝛽𝑘(𝑎− 𝑐)

𝛽𝑘 + 𝛼𝑚

}︃
(10)

в межах iнтегрування вiд 𝑥 = 𝑎 − 𝑐 до 𝑥 = 𝑎.
Пiдставляючи в (10) межi iнтегрування i проводячи
вiдповiднi перетворення, одержуємо

𝜂𝑘𝑚 =
2√
𝑎𝑐

−(−1)
𝑚
𝛽𝑘 sin𝛼𝑚𝑐

𝛽2
𝑘 − 𝛼2

𝑚

. (11)

Можна бачити, що вираз (11) вiдрiзняється вiд
спiввiдношення (8) тiльки множником (−1)

𝑚
, що

приводить лише до змiн знакiв i не порушує чисель-
них значень коефiцiєнтiв матрицi (3). Як результат,
кiнцевi значення елементiв матрицi розсiювання дi-
афрагми для обох розглянутих випадкiв повнiстю
спiвпадають. Цi данi пiдтверджують iнварiантнiсть
положення дiафрагми вiдносно прямокутної систе-
ми координат.

Для коректного розрахунку матрицi розсiюван-
ня при апроксимацiї тангенцiального електричного
поля у вiкнi дiафрагми згiдно з формулою (2) буде-
мо використовувати загально вiдоме спiввiдношен-
ня [8]

𝐾/𝑀 = 𝑐/𝑎. (12)

Це спiввiдношення знайдено емпiрично на основi
рiшень численних задач дифракцiї електромагнi-
тних хвиль на неоднорiдностях у прямокутному
хвилеводi. Воно дозволяє iз численних розв’язкiв
системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (3) вибрати

одне рiшення, яке коректно вiдображає поведiнку
тангенцiального електричного поля у вiкнi дiафра-
гми. Слiд зазначити, що за винятком декiлькох ви-
падкiв спiввiдношення (12) практично нiколи не ви-
конується точно, оскiльки значення 𝐾 i 𝑀 можуть
вiдображатися лише цiлими числами. Таким чином,
для практичних розрахункiв спiввiдношення (12)
необхiдно замiнити його наближеним аналогом

𝐾/𝑀 ≃ 𝑐/𝑎. (13)

Аналiзуючи рiшення задачi з використанням
формули (13), можна бачити, що при малих зна-
ченнях 𝐾 i 𝑀 лiва частина цього спiввiдношення
значно вiдрiзняється вiд правої. Це свiдчить про
те, що при малих значеннях 𝐾 i 𝑀 неможливо
одержати розв’язок електродинамiчної задачi з ви-
сокою точнiстю. При збiльшеннi величин 𝐾 i 𝑀
спiввiдношення (13) все бiльше прямує до точного
значення (12).

Розглядаючи спiввiдношення (8) i (11), можна
бачити, що у даному виглядi вони мають областi
змiн параметрiв 𝛽𝑘 i 𝛼𝑚, де їх рiзниця суттєво
зменшується, прямуючи до нуля. Це явище значно
погiршує умови для досягнення високої точностi
результатiв розрахунку матрицi розсiювання дiа-
фрагми. З пiдвищенням порядку системи лiнiйних
алгебраїчних рiвнянь (3), що необхiдно для одержа-
ння результатiв з високою точнiстю, збiльшується
ймовiрнiсть появи такої ситуацiї, коли має мiсце зна-
чна похибка обчислення коефiцiєнтiв зв’язку 𝜂𝑘𝑚,
𝜂𝑙𝑚 i 𝜂𝑙𝑛 внаслiдок зменшення числа вiрних де-
сяткових знакiв у знаменниках формул (8) i (11).
Таким чином, бажання одержати розв’язок електро-
динамiчної задачi з високою точнiстю обумовлює
необхiднiсть пошуку найбiльш прийнятних способiв
обчислення коефiцiєнтiв матрицi (3), якi б забез-
печували вiдсутнiсть похибок у всьому дiапазонi
змiни розмiрiв дiафрагми i частоти. Для обчислення
коефiцiєнтiв зв’язку може використовуватися асим-
птотичне наближення, коли знаменники формул,
подiбних до (8) i (11), прямують до нуля. Однак,
як показує аналiз цих асимптотичних наближень,
вони забезпечують високу адекватнiсть лише при
значеннях знаменникiв, у нашому випадку 𝛽2

𝑘 −𝛼2
𝑚,

дуже близьких до нуля. Для бiльш вiддалених вiд
нуля значень знаменникiв, зазначенi формули не да-
ють гарантованої точностi обчислень. Тому автори
бiльшостi робiт, присвячених аналiзу iндуктивних
дiафрагм у прямокутному хвилеводi, обчислюють
коефiцiєнти зв’язку шляхом чисельного iнтегруван-
ня.

Як слiдує iз теорiї чисельного iнтегрування [12],
цей спосiб знаходження коефiцiєнтiв зв’язку можна
з успiхом використовувати при вiдносно невисоких
порядках 𝐾 системи (3). Значення 𝐾 залежить вiд
розмiрiв структури та частоти i значною мiрою вiд
вибраного методу iнтегрування. Для всiєї сукупно-
стi цих факторiв необхiдне додаткове дослiдження
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областi придатностi вибраного методу чисельного
iнтегрування.

2 Чисельнi результати

Одним iз найбiльш ефективних способiв iнтегру-
вання швидко осцилюючих функцiй є пiдхiд, засно-
ваний на використаннi методу Гауса. Для подальшо-
го дослiдження будемо використовувати розробле-
ний алгоритм чисельного iнтегрування, заснований
на 96-точковiй квадратурнiй формулi Гауса. Згiдно
з базовою формулою методу Гауса [12] одномiрний
iнтеграл вiд функцiї одної змiнної може бути запи-
саний у виглядi

ℎ∫︁
𝑔

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
ℎ− 𝑔

2

∑︁
𝑖

𝑓(𝑥𝑖)𝑢𝑖, (14)

де 𝑥𝑖 = (𝑔 + ℎ)/2 + (ℎ − 𝑔)/2𝑣𝑖; 𝑖 = 1, 2, ..., 96; 𝑢𝑖,
𝑣𝑖 – табличнi значення коефiцiєнтiв розкладу в ряд
функцiї 𝑓(𝑥).

Застосуємо формулу (14) для чисельного обчи-
слення розглянутих коефiцiєнтiв зв’язку. У вiдпо-
вiдностi з (14) формула (6) набуває вигляду

𝜂𝑘𝑚 =

√︂
𝑐

𝑎

∑︁
𝑖

𝑢𝑖 sin𝛽𝑘𝑥𝑖 sin𝛼𝑚𝑥𝑖, (15)

де 𝑥𝑖 = 𝑐/2 + 𝑐/2𝑣𝑖; 𝑖 = 1, 2, ..., 96.

Для розглянутого альтернативного випадку, ко-
ли дiафрагма розташована на протилежнiй сторонi
хвилеводу вiдповiдно до формули (14) маємо

𝜂𝑘𝑚 =
√︀
𝑐/𝑎

∑︁
𝑖

𝑢𝑖 sin𝛽𝑘[𝑥𝑖 − (𝑎− 𝑐)] sin𝛼𝑚𝑥𝑖, (16)

де 𝑥𝑖 = (2𝑎− 𝑐)/2 + 𝑐/2𝑣𝑖; 𝑖 = 1, 2, ..., 96.

Щоб оцiнити областi придатностi вибраного
методу чисельного iнтегрування, було проведено
розрахунки коефiцiєнтiв зв’язку 𝜂𝑘𝑚 за формула-
ми (8), (11), (15) i (16) з контролем точностi об-
числення спiввiдношення 𝛽2

𝑘 − 𝛼2
𝑚. Порiвняльний

аналiз цих результатiв свiдчить про те, що для
невисоких значень 𝑘 i 𝑚 чисельнi значення 𝜂𝑘𝑚,
знайденi за аналiтичними формулами (8) та (11), з
високою точнiстю вiдповiдають даним, одержаним
за допомогою спiввiдношень (15), (16) для чисельно-
го обчислення. Данi обчислень суттєво розходяться,
коли один iз iндексiв 𝑘 або 𝑚 наближається до по-
рядку формули Гауса. Таким чином, для високото-
чних розрахункiв слiд користуватися аналiтичними
формулами (8), (11) з обов’язковим контролем то-
чностi обчислення спiввiдношення 𝛽2

𝑘−𝛼2
𝑚. Останню

процедуру можна суттєво спростити, якщо реальну
структуру хвилеводу з дiафрагмою замiнити фiзи-
чною моделлю, у якiй один iз розмiрiв збiльшується

або зменшується на деяку малу величину 𝛿, напри-
клад,

𝑐(фiзичної моделi) =

= 𝑐(реальної структури) ± 10−𝜏 × 𝛿. (17)

Правильний вибiр величин 𝜏 i 𝛿 полегшує одер-
жання результатiв з високою точнiстю. Якщо по-
трiбно одержати 6 правильних значущих цифр ре-
зультату обчислення коефiцiєнтiв зв’язку, то 𝜏 = 6,
а 𝛿 повинно бути дробовим iррацiональним числом,
наприклад, 𝛿 = 0, 1113171923. Вибiр таких значень 𝜏
i 𝛿 дає гарантiю того, що при будь-яких порядках 𝐾
системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (3) спiввiд-
ношення 𝛽2

𝑘−𝛼2
𝑚 не прямуватиме до нуля, а реальна

структура буде адекватно описана фiзичною моде-
ллю.

Використовуючи одержанi аналiтичнi спiввiдно-
шення, обчислення узагальненої матрицi розсiюван-
ня проводимо у наступнiй послiдовностi. Задаючись
значеннями 𝐾 i 𝑀 , вiдповiдно до вiдомих розмi-
рiв структури обчислюємо матрицю коефiцiєнтiв
зв’язку. Для вiдомого значення частоти обчислює-
мо нормованi провiдностi хвиль, якi враховуються
у розв’язку задачi дифракцiї. Одержанi данi вико-
ристовуємо для формування матрицi коефiцiєнтiв
при невiдомих. Останню матрицю завантажуємо у
програму розв’язання систем лiнiйних алгебраїчних
рiвнянь з багатьма правими частинами. Розв’язок
даної системи визначає розподiл тангенцiального
електричного поля у вiкнi дiафрагми. По даному
розподiлу знаходимо узагальнену матрицю розсiю-
вання дiафрагми, використовуючи формули, подi-
бнi до [13].

Дослiдження властивостей одержаних рiшень
почнемо iз аналiзу вхiдної провiдностi нескiнченно
тонкої iндуктивної дiафрагми, ширина вiкна якої
дорiвнює половинi ширини прямокутного хвилеводу
𝑐 = 𝑎/2. Вивчення характеристик несиметричної
дiафрагми є ключовою задачею даного розгляду,
оскiльки для цього випадку iснує точне рiшення.
В [6] приведено обчислене з високою точнiстю зна-
чення реактивної провiдностi дiафрагми для вiдно-
шення 𝑐 = 𝑎/2 i величини частотного параметру
2𝑎/𝜆 = 1, 4, де 𝜆 – довжина хвилi у вiльному просто-
рi. Для прямокутного хвилеводу з розмiром широкої
стiнки 48 мм це значення частотного параметру
вiдповiдає робочiй частотi 4,371974 ГГц. На данiй
частотi значення нормованої вхiдної провiдностi дi-
афрагми у вiдповiдностi з [6] дорiвнює

𝑌1 = (1−𝑅1)/(1+𝑅1) = 𝐺+𝑗𝐵 = 1−4, 835147𝑗, (18)

де 𝑅1 – коефiцiєнт вiдбиття хвилi 𝐻10 вiд дiафра-
гми; 𝐺 – активна складова, що чисельно дорiвнює
вiдношенню хвильових опорiв хвилеводiв по обидвi
сторони вiд дiафрагми; 𝐵 – нормована реактив-
на провiднiсть дiафрагми, що вивчається у данiй
роботi.
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При чисельних дослiдженнях поряд з нормова-
ною вхiдною провiднiстю у якостi характеристик
дiафрагми будемо використовувати модуль i фазу
коефiцiєнта проходження основної хвилi прямоку-
тного хвилеводу через неоднорiднiсть, як елемент
однохвильової матрицi розсiювання. Чисельнi зна-

чення модуля 𝜇 = |𝑆(21)
11 | i фази 𝜙 = arg[𝑆

(21)
11 ]

коефiцiєнта проходження, обчисленi згiдно з точним
значенням (18) вхiдної провiдностi дiафрагми, вiд-
повiдно дорiвнюють 𝜇 = 0, 3822293 i 𝜙 = 67, 528159∘.
Всi результати дослiджень одержано для фiзичної
моделi дiафрагми згiдно з формулою (17). Для по-
рядкiв 𝐾 = 100 системи лiнiйних алгебраїчних
рiвнянь, якi найчастiше використовуються на пра-
ктицi, розрахунок за розробленим алгоритмом дає
наступнi значення модуля та фази коефiцiєнта про-
ходження вiдповiдно 𝜇 = 0, 382334 i 𝜙 = 67, 5217∘.

Розроблений алгоритм дозволяє оцiнити грани-
чнi можливостi даної реалiзацiї методу iнтеграль-
них рiвнянь при апроксимацiї тангенцiального еле-
ктричного поля у вiкнi дiафрагми рядами власних
скалярних функцiй. У табл. 1 наведено данi роз-
рахунку модуля i фази коефiцiєнта проходження в
залежностi вiд порядку системи лiнiйних алгебраї-
чних рiвнянь (3) при високих значеннях 𝐾. Видно,
що з пiдвищенням 𝐾 результати розрахункiв моду-
ля i фази коефiцiєнта проходження основної хви-
лi через дiафрагму повiльно прямують до точних
значень. Останнi результати, обмеженi значенням
𝐾 = 3800, одержанi при значних витратах машин-
ного часу. Тому можна вважати, що розрахунки
параметрiв дiафрагми при бiльш високих значеннях
𝐾 практично не доцiльнi навiть при використаннi
комп’ютерiв великої продуктивностi. Даному зна-
ченню 𝐾 вiдповiдають похибки обчислення фази
коефiцiєнта проходження 𝛿 = 0, 0000303∘ i реактив-
ної провiдностi 1, 4477 × 10−4.

Табл. 1 Збiжнiсть результатiв для коефiцiєнта про-
ходження

𝐾 𝜇 𝜙, град
2200 0,38223040 67,528093
2600 0,38223017 67,528107
3000 0,38223001 67,528117
3400 0,38222990 67,528123
3800 0,38222982 67,528129

Розглянемо характеристики одержаного рiшен-
ня, коли вiдношення 𝑐/𝑎 виражається числом дро-
бовим i спiввiдношення (12) перетворюється в не-
рiвнiсть (13). Нехай 𝐾 = 3800, тодi згiдно з (12)
𝑀 = 7600. Збiльшуємо значення 𝑀 на одиницю
останнього знака i проводимо розрахунок характе-
ристик тонкої несиметричної дiафрагми з вiдно-
шенням розмiрiв 𝑐/𝑎 = 0, 5, для якого має мiсце
точне рiшення (18). У результатi розрахунку одер-
жуємо значення реактивної провiдностi дiафрагми
𝐵 = −4,835154. Проводячи розрахунок реактивної
провiдностi дiафрагми для значення𝑀 , зменшеного

на одиницю останнього знака, одержуємо наступний
результат 𝐵 = −4,835107. Для бiльш низьких зна-
чень 𝑀 = 401 i 𝑀 = 399 вiдповiдно одержуємо
𝐵 = −4,835726 i 𝐵 = −4,831858. Реактивна провiд-
нiсть дiафрагми при дотриманнi (12) i значеннях
𝐾 = 200 та 𝑀 = 400 дорiвнює 𝐵 = −4,834597.
Одержанi результати свiдчать про те, що будь-яке
вiдхилення 𝐾 i 𝑀 вiд значень, якi вiдповiдають
спiввiдношенню (12), збiльшує похибки розрахунку.
Цi похибки зменшуються при збiльшеннi порядку
𝐾 системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (3). Якщо
розмiри структури з дiафрагмою приводять до дро-
бового вiдношення 𝑐/𝑎, то його потрiбно округляти
в сторону збiльшення. У цьому випадку похибка вiд
наближеного характеру спiввiдношення (13) буде
менше впливати на результати розрахунку.

Проведемо оцiнку вiдносної похибки розрахун-
ку реактивної провiдностi дiафрагми в залежностi
вiд порядку 𝐾 системи лiнiйних алгебраїчних рiв-
нянь (3), базуючись на данi обчислень, показаних
на рис. 2а i рис. 2б. Видно, що вiдносна похибка
обчислення реактивної провiдностi дiафрагми при
малих порядках 𝐾 системи лiнiйних алгебраїчних
рiвнянь (3) спочатку швидко зменшується, як це по-
казано на рис. 2а. А потiм пiсля досягнення деякого
𝐾 (у даному випадку 40) реактивна провiднiсть не-
скiнченно тонкої несиметричної дiафрагми повiльно
прямує до точного значення (18), а похибка її обчи-
слення до мiнiмальної величини, як це показано на
рис. 2б.

Користуючись графiками, показаними на рис. 2а
i рис. 2б, можна визначити порядок 𝐾, при якому
слiд розв’язувати систему рiвнянь (3) для дося-
гнення необхiдної точностi розрахунку реактивної
провiдностi i всiєї узагальненої матрицi розсiювання
дiафрагми.

Для iлюстрацiї можливостi обчислення узагаль-
неної матрицi розсiювання наводимо приклад зна-
ходження коефiцiєнта вiдбиття хвилi 𝐻20 вiд дiа-

фрагми, як елемента 𝑆
(11)
22 . Виконуючи вiдповiднi

розрахунки для вiдношення розмiрiв вiкна дiафра-
гми i хвилеводу 𝑐/𝑎 = 0, 5 i частотного параметру
2𝑎/𝜆 = 2, 2 , що для хвилеводу шириною 48 мм
вiдповiдає частотi 6,870245 ГГц, маємо

𝑆
(11)
22 = (−0,656089; 0, 092295𝑗);

|𝑆(11)
22 | = 0,662549; arg

[︀
𝑆
(11)
22

]︀
= 171, 992473∘.

(19)

Щоб переконатися у коректностi значення (19),
необхiдно мати надiйнi результати, якi можна було
б використати для порiвняння. Оскiльки необхi-
днi данi по розрахунку узагальненої матрицi роз-
сiювання дiафрагми невiдомi, проводимо вiдповiднi
обчислення, використовуючи широко вiдомий ме-
тод FDTD [14]. Загально вiдомо, що метод FDTD
має обмеженi можливостi досягнення високої то-
чностi розрахунку структур з гострими ребрами,
що мають сильну особливiсть тангенцiального еле-
ктричного поля. Тому проводимо обчислення для
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(а) (б)

Рис. 2. Вiдносна похибка розрахунку реактивної провiдностi дiафрагми в залежностi вiд порядку 𝐾
системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (3).

дiафрагм рiзної товщини 𝑡 i використовуємо для
одержання необхiдних даних метод екстраполяцiї.
За результатами розрахунку методом FDTD було
побудовано графiки залежностей модуля i фази ко-
ефiцiєнта вiдбиття хвилi 𝐻20 як функцiї товщини
дiафрагми. Аналiз зазначених залежностей свiд-
чить про те, що при зменшеннi товщини дiафрагми
результати обчислень повiльно наближаються до
високоточного значення (19) з похибками, якi не
перевищують 0,2 % по модулю коефiцiєнта вiдбиття
i 0, 5∘ по фазi при 𝑡 = 0. Пiдсумовуючи одержанi
данi, можна зробити висновок, що розроблений у
роботi алгоритм може бути успiшно використаний
спiльно з методом FDTD при необхiдностi розрахун-
ку з’єднань прямокутних хвилеводiв у 𝐻 площинi,
якi у своєму складi мiстять тонкi несиметричнi дiа-
фрагми.

Висновки

У строгiй постановцi одержано розв’язок еле-
ктродинамiчної задачi знаходження узагальненої
матрицi розсiювання нескiнченно тонкої несиметри-
чної односторонньої iндуктивної дiафрагми у пря-
мокутному хвилеводi шляхом узагальнення iсную-
чого рiшення на випадок дифракцiї на дiафрагмi
всього спектру електромагнiтних хвиль 𝐻𝑚0. Зада-
ча зводиться до розв’язання системи iнтегральних
рiвнянь по числу хвиль, падаючих на дiафрагму.
Для кожного з них методом Гальоркiна одержа-
но систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь вiдносно
коефiцiєнтiв розкладу невiдомого тангенцiального
електричного поля у вiкнi дiафрагми по його вла-
сним координатним функцiям. Розв’язок системи
базується на обчисленнi коефiцiєнтiв зв’язку коор-
динатних функцiй вiкна дiафрагми з тангенцiаль-
ними складовими електричних полiв у хвилеводi.

Розглянуто два пiдходи до знаходження коефi-
цiєнтiв зв’язку, один з яких передбачає одержання
i використання аналiтичних виразiв. Iнший пiд-
хiд заснований на чисельному iнтегруваннi добутку
координатних функцiй вiкна дiафрагми i власних
функцiй хвилеводу. Метою використання чисельно-
го iнтегрування методом Гауса є пiдтвердження ко-
ректностi результатiв розрахунку за аналiтичними
формулами. Проведено порiвняння результатiв об-
числень на основi двох згаданих пiдходiв. Показано,
що при невисоких значеннях iндексiв координатних
функцiй вiкна дiафрагми i електромагнiтних хвиль
у хвилеводi результати розрахункiв спiвпадають з
високою точнiстю. Данi обчислень суттєво розхо-
дяться, коли один iз зазначених iндексiв прямує
до порядку квадратурної формули Гауса. Зроблено
висновок, що для високоточного знаходження еле-
ментiв узагальненої матрицi розсiювання необхiдно
використовувати лише аналiтичнi спiввiдношення.

Проведено оцiнку граничних можливостей даної
реалiзацiї методу iнтегральних рiвнянь при апро-
ксимацiї тангенцiального електричного поля у вiкнi
дiафрагми рядами власних скалярних функцiй. По-
казано, що з пiдвищенням порядку системи лiнiйних
алгебраїчних рiвнянь результати розрахункiв моду-
ля i фази коефiцiєнта проходження основної хвилi
через дiафрагму повiльно прямують до точних зна-
чень.

Розглянуто характеристики одержаного рiшен-
ня, коли вiдношення розмiрiв вiкна дiафрагми та
хвилеводу виражається числом дробовим i спiв-
вiдношення (12) перетворюється у нерiвнiсть (13).
Одержанi результати свiдчать про те, що будь-яке
вiдхилення 𝐾 i 𝑀 вiд значень, якi вiдповiдають
спiввiдношенню (12), збiльшує похибки розрахунку.
Цi похибки зменшуються при збiльшеннi порядку
𝐾 системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (3). Якщо
розмiри структури з дiафрагмою приводять до дро-
бового вiдношення 𝑐/𝑎, то його потрiбно округляти
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в сторону збiльшення. У цьому випадку похибка вiд
наближеного характеру спiввiдношення (13) буде
менше впливати на результати розрахунку.

Проведено оцiнку вiдносної похибки розрахун-
ку реактивної провiдностi дiафрагми в залежно-
стi вiд порядку 𝐾 системи лiнiйних алгебраїчних
рiвнянь (3). Користуючись одержаними даними,
можна визначити порядок 𝐾, при якому слiд
розв’язувати систему рiвнянь (3) для досягнення
необхiдної точностi розрахунку реактивної провiд-
ностi i всiєї узагальненої матрицi розсiювання дiа-
фрагми.

Для iлюстрацiї можливостi обчислення узагаль-
неної матрицi розсiювання наведено приклад зна-
ходження коефiцiєнта вiдбиття хвилi 𝐻20 вiд дi-

афрагми, як елемента 𝑆
(11)
22 . Щоб переконатися у

коректностi одержаного значення 𝑆
(11)
22 , проведено

вiдповiднi обчислення з використанням широко вi-
домого методу FDTD. З цiєю метою виконано обчи-
слення для дiафрагм рiзної товщини i використано
метод екстраполяцiї для одержання необхiдних да-
них. Показано, що при зменшеннi товщини дiафра-
гми результати обчислень повiльно наближаються
до високоточного значення з похибками, якi не пе-
ревищують 0,2 % по модулю коефiцiєнта вiдбиття i
0, 5∘ по фазi при 𝑡 = 0. Таким чином, розроблений
у роботi алгоритм може бути успiшно використаний
спiльно з методом FDTD при необхiдностi розрахун-
ку з’єднань прямокутних хвилеводiв у 𝐻 площинi,
якi у своєму складi мiстять тонкi несиметричнi дiа-
фрагми.

Одержане у роботi рiшення може бути викори-
стано при розв’язаннi задач по визначенню допу-
скiв на виготовлення мiкрохвильових пристроїв на
основi iндуктивних неоднорiдностей у прямокутно-
му хвилеводi. Результати дослiдження дiафрагми за
допомогою даного алгоритму мають не тiльки само-
стiйне значення, а також можуть бути використанi
для контролю точностi обчислення електродина-
мiчних параметрiв тонких структур за допомогою
загальних методiв розв’язання електродинамiчних
задач, наприклад FDTD. Результати даної роботи
можуть знайти застосування при розробках алго-
ритмiв швидкого i високоточного обчислення часто-
тних характеристик багатоступiнчастих несиметри-
чних хвилевiдних структур.
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Обобщенная математическая модель
тонкой несимметричной индуктивной
диафрагмы в прямоугольном волново-
де

Захарченко О.С., МартынюкС.Е.,

СтепаненкоП.Я.

Методом интегральных уравнений решена электро-

динамическая задача нахождения обобщенной матри-

цы рассеяния бесконечно тонкой несимметричной одно-

сторонней индуктивной диафрагмы в прямоугольном

волноводе. Получена система интегральных уравнений,

порядок которой равен числу собственных волн прямо-

угольного волновода, поочередно падающих на диафра-

гму из левой частичной области. Решение каждого из

них сводится к системе линейных алгебраических урав-

нений относительно коэффициентов разложения неизве-

стного тангенциального электрического поля в отвер-

стии связи по его собственным координатным функци-

ям. Решение данной системы определяет распределение

тангенциального электрического поля в окне диафра-

гмы, по которому рассчитывается обобщенная матрица

рассеяния рассматриваемой неоднородности. Проведено

численное исследование полученного решения и даны

рекомендации относительно его применения на практи-

ке.

Ключевые слова: обобщенная матрица рассеяния;

бесконечно тонкая несимметричная индуктивная диа-

фрагма; прямоугольный волновод

Generalized Mathematical Model of
Thin Asymmetric Inductive Diaphragm
in Rectangular Waveguide

Zakharchenko O. S., Martynyuk S.Ye.,

StepanenkoP.Ya.

Introduction. A significant number of microwave devi-

ces are constructed with applying the investigation results

of thin asymmetric inductive diaphragm in rectangular

waveguide. Increasing the requirements for the characteri-

stics of these devices stipulates necessity to review the

possibilities of existing electromagnetic methods in relation

to increasing the accuracy of generalized scattering matrices

calculation of this diaphragm. To obtain the high accuracy

results of generalized scattering matrices calculation, a

further study of integral equations method is represent

considerable practical interest.

Mathematical model of diaphragm. An accurate

novel solution for general scattering matrix of infinitely thin

asymmetric one-sided diaphragm in rectangular wavegui-

de has been obtained. The problem is formed as the

system of integral equations along the number of waves

which is incident on the diaphragm. By applying the

Galerkin’s method, each integral equation is reduced to

system of linear algebraic equations relatively to coeffici-

ents of tangential electric field decomposition in diaphragm

window by series of coordinate functions. The joint solution

of all equations gives the distribution of tangential electric

field in diaphragm window which is further used for finding

the generalized scattering matrix.
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Numerical results. Two approaches for finding the

coupling coefficients of coordinate functions of diaphragm

window and eigen functions of waveguide are investigated.

An estimation of limiting possibilities of developed reali-

zation of the integral equations method at approximation

of tangential electric field in diaphragm window by series of

eigen scalar functions has been carried out. It is shown that

the calculated results of module and phase of fundamental

wave transmission coefficient through diaphragm slowly go

to exact values when the order of linear algebraic equation

system is increased.

Conclusions. The results of diaphragm investigation

by using this algorithm have not only independent value

but can be used to verify the accuracy of calculating the

electromagnetic parameters of thin waveguide structures

by using the general methods for solving electromagnetic

problems, for example, FDTD. It is supposed that the

results obtained in this work can be used in developing

fast and high-precision calculation algorithms for frequency

responses of multi-stage asymmetric waveguide structures.

Key words: generalised scattering matrix; infinitely thin

asymmetric inductive diaphragm; rectangular waveguide
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