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В данной работе исследуется прохождение случайного процесса с Гауссовым распределением через
нелинейный фильтр, обладающий эффектом стохастического резонанса. В расчетах использован ма-
тематический аппарат рядов Вольтерра. С помощью рядов Вольтерра можно представить очень много
систем, с которыми приходится иметь дело при решении задач связи. Показано, что важнейшую роль
в данном анализе играет многомерное преобразование Фурье. Если передаточные функции Вольтерра
известны, то путем подстановки их в общие формулы, выведенные на основе представления в виде
рядов Вольтерра, можно получить требуемые данные относительно выходного сигнала. К числу таких
данных относятся выражения для спектра мощности различных моментов. Рассчитаны передаточные
функции Вольтерра, на основании которых получены выражения для начального момента второго
порядка и спектральной плотности мощности выходного сигнала. Рассчитаны и проанализированы
частотные зависимости спектральной плотности мощности сигнала на выходе нелинейного стоха-
стического фильтра, а также амплитудные характеристики при различных значениях параметров
фильтра. Полученные результаты показали, что спектральная плотность мощности сигнала на выходе
рассматриваемого нелинейного стохастического фильтра убывает с ростом частоты и возрастает с
увеличением спектральной плотности мощности входного сигнала. Кроме того, анализ плотности
вероятности выходного сигнала показал, что значения сигнала на выходе нелинейного стохастического
фильтра описываются распределением Стьюдента. Для оценки точности и достоверности полученных
результатов были проведены численные расчеты выходного сигнала методом Рунге - Кутта. Сравни-
тельный анализ показал аналогичный характер кривых спектральной плотности мощности выходного
сигнала, полученного в результате расчета численным методом и на основе рядов Вольтерра.
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Введение

В системах связи часто приходится иметь дело
с устройствами, выполняющими нелинейные пре-
образования. Значительное число нелинейных си-
стем может быть представлено рядами Вольтерра.
Норберт Винер первым использовал ряды Вольтер-
ра для анализа нелинейных систем [1].

В настоящей работе ряды Вольтерра применя-
ются к нелинейным системам, обладающим эффе-
ктом стохастического резонанса, на входе которых
действует белый Гауссов шум.

Ряды Вольтерра описываются как «степенные
ряды с памятью», в этом случае выходной сигнал
нелинейной системы может быть представлен в ви-
де степеней входного сигнала. Выходной сигнал в

результате приобретает вид:

𝑦(𝑡) =

∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛!

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑢1...∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑢𝑛𝑔𝑛 (𝑢1, ..., 𝑢𝑛)

𝑛∏︁
𝑟=1

𝑥 (𝑡− 𝑢𝑟), (1)

где 𝑦(𝑡) - выходной сигнал, 𝑥(𝑡) - входной сигнал
и ядра описывают систему. Ядро первого порядка
𝑔1(𝑢1) - это хорошо известная импульсная характе-
ристика линейной системы. Ядра высших порядков
можно рассматривать как импульсные отклики бо-
лее высокого порядка, которые характеризуют не-
линейности различных порядков [2–4].
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Коэффициент 1
𝑛! введен в работе А. Бедрося-

на и Д. Райса [4] для упрощения записи многих
уравнений.

Дальнейший анализ основан на использовании
многомерного преобразования Фурье, которое име-
ет вид:

𝐺𝑛 (𝑓1, ..., 𝑓𝑛) =

∞∫︁
−∞

𝑑𝑢1 . . .

∞∫︁
−∞

𝑑𝑢𝑛𝑔𝑛 (𝑢1, . . . , 𝑢𝑛) e
−𝑗(𝜔1𝑢1+...+𝜔𝑛𝑢𝑛), (2)

где 𝜔𝑖 = 2𝜋𝑓𝑖, функция 𝐺0 тождественно равна
нулю, что отражает принцип каузальности рассма-
триваемой нелинейной системы. 𝐺1 (𝑓1) является
передаточной функцией линейной системы [5,6]. Та-
ким образом, преобразование ядра Вольтерра 𝑛-го
порядка аналогично передаточной функции Воль-
терра 𝑛-го порядка. Во многих случаях 𝐺𝑛 можно
получить без первоначального вычисления ядер
Вольтерра [2, 4].

Предположим, что для конкретной системы
функции 𝐺𝑛 при 𝑛 = 1, 2, ... известны. Тогда можно
получить выражение для 𝑦(𝑡), используя передато-
чные функции Вольтерра.

Полные формулы ряда Вольтерра — это беско-
нечные ряды, в которых громоздкость вычисления
𝑛-го члена быстро возрастает с ростом значения 𝑛.
В то же время, при изучении систем связи часто
можно пренебречь членами ряда выше второго или
третьего порядка [4].

Для вычисления передаточных функций во-
спользуемся методом гармонического входного си-
гнала, который был подробно изложен в [4].

Рассмотрим нелинейное дифференциальное
уравнение вида:

𝐹 (𝑑/𝑑𝑡)𝑦 +

∞∑︁
𝑙=2

𝑎𝑙𝑦
𝑙 = 𝑥(𝑡). (3)

Предполагается, что выходной сигнал тожде-
ственно равен нулю, если равен нулю входной си-
гнал 𝑥(𝑡). Предполагается также, что система устой-
чива. 𝐹 (𝑑/𝑑𝑡) является многочленом от 𝑑/𝑑𝑡, и
коэффициенты в 𝐹 (𝑑/𝑑𝑡) и коэффициенты 𝑎𝑙 не за-
висят от 𝑡, 𝑥 и 𝑦(𝑡). В [2] показано, что для заданных
начальных условий существует единственное реше-
ние уравнения (3). В работе [4] для изложенных
условий были определены передаточные функции
Вольтерра. Результаты данного расчета приведены
в табл. 1.

Нелинейная стохастическая

фильтрация на основе стохасти-

ческого резонанса

Борьба с шумами является одной из основных
задач радиотехники, радиолокации и связи. До на-
стоящего времени разработано большое число ра-
зличных методов решения этой задачи [7–9]. Вместе
с тем, в 90-годах прошлого века были проведены
исследования в области прикладной физики, кото-
рые привели к парадоксальным результатам. Ока-
залось, что при определенных условиях шум может
играть конструктивную роль, обеспечивая усиление
входного сигнала. Этот эффект получил название
стохастического резонанса (СР). Приложение этого
явления в радиотехнике и связи получило название
нелинейной стохастической фильтрации [10].

Уравнение, описывающее эффект СР, имеет
вид [11–13]:

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑎𝑦(𝑡)− 𝑏𝑦(𝑡)3 + 𝑥(𝑡), (4)

где 𝑥(𝑡) = 𝑠(𝑡) + 𝑛(𝑡), 𝑠(𝑡) = 𝐴 sin(2𝜋𝑓0𝑡 + 𝜙) -
полезный сигнал, 𝑛(𝑡) - белый Гауссов шум.

Данное уравнение является частным случа-
ем уравнения (3), где учтено, что 𝐹 (𝑑/𝑑𝑡)𝑦 =

𝑑𝑦/𝑑𝑡− 𝑎𝑦(𝑡) и
∞∑︀
𝑙=2

𝑎𝑙𝑦
𝑙 = 𝑏𝑦(𝑡)

3
. Используя получен-

ные выражения, определим передаточные функции
Вольтерра для уравнения СР. Результаты расчета
передаточных функций Вольтерра нелинейной си-
стемы в режиме СР приведены в третей колонке
табл. 1.

Определим параметры выходного сигнала, при
условии, что на входе нелинейного стохастическо-
го фильтра действует только шум. Предполагается,
что шум представляет собой стационарный Гауссов
процесс с нулевым средним значением и двусто-
ронним спектром мощности 𝑊𝑥. Полученные выра-
жения для начального момента второго порядка
выходного сигнала приведены в табл. 2, где в первой
колонке показан общий вид выражений, получен-
ный в работе [4], а во второй – результаты расчета
для нелинейного стохастического фильтра.

В результате начальный момент второго поряд-
ка выходного процесса равен:

⟨︀
𝑦2(𝑡)

⟩︀
≈

{︂
𝑊𝑥/2𝑎− 3𝑏𝑊 2

𝑥/4𝑎
3, if 𝑎 > 0,

−𝑊𝑥/2𝑎+ 3𝑏𝑊 2
𝑥/4𝑎

3, if 𝑎 < 0.

Используя передаточные функции Вольтерра,
определим двусторонний спектр мощности выхо-
дного сигнала 𝑊𝑦(𝑡). Основные члены ряда двусто-
роннего спектра мощности выходного сигнала𝑊𝑦(𝑡)
приведены в табл. 3.
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Табл. 1 Передаточные функции Вольтерра

Перед. функции Вольтерра для ур-я (3) [4] Перед. функции Вольтерра для ур-я (4)

𝐺1(𝑓1)
1

𝐹 (𝑗𝜔1)
1

−𝑎+𝑗𝜔1

𝐺2(𝑓1, 𝑓2)
−2𝑎2𝐺1(𝑓1)𝐺1(𝑓2)

𝐹 (𝑗𝜔1+𝑗𝜔2)
0

𝐺3(𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) −
2𝑎2

∑︀
3

𝐺1(𝑓1)𝐺2(𝑓2,𝑓3)

𝐹 (𝑗𝜔1+𝑗𝜔2+𝑗𝜔3)
+ 6𝑎3𝐺1(𝑓1)𝐺1(𝑓2)𝐺1(𝑓3)

𝐹 (𝑗𝜔1+𝑗𝜔2+𝑗𝜔3)
−6𝑏

(−𝑎+𝑗𝜔1)(−𝑎+𝑗𝜔2)(−𝑎+𝑗𝜔3)(−𝑎+𝑗𝜔1+𝑗𝜔2+𝑗𝜔3)

Табл. 2 Основные члены ряда для одномерного момента второго порядка выходного сигнала

Основные составляющие начального момента вто-
рого порядка выходного сигнала для ур-я (3) [4]

Основные составляющие начального момента вто-
рого порядка выходного сигнала для ур-я (4)

⟨𝑦(𝑡)⟩2 0
∞∫︀

−∞
𝑑𝑓1𝑊 𝑥(𝑓1)𝐺1(𝑓1)𝐺1(−𝑓1)

𝑊𝑥/2𝑎, if 𝑎 > 0,
−𝑊𝑥/2𝑎, if 𝑎 < 0

∞∫︀
−∞

𝑑𝑓1
∞∫︀

−∞
𝑑𝑓2𝑊 𝑥(𝑓1)𝑊 𝑥(𝑓2)[𝐺1(𝑓1)𝐺3(−𝑓1, 𝑓2,−𝑓2)

−3𝑏𝑊 2
𝑥/4𝑎

3, if 𝑎 > 0,
3𝑏𝑊 2

𝑥/4𝑎
3, if 𝑎 < 0

Табл. 3 Основные члены ряда двустороннего спектра мощности выходного сигнала

Основные составляющие двустороннего спектра
мощности выходного сигнала.для ур-я (3) [4]

Основные составляющие двустороннего спектра
мощности выходного сигнала.для ур-я (4)

⟨𝑦(𝑡)⟩2𝛿(𝑓) 0

𝑊 𝑥(𝑓)

⃒⃒⃒⃒
⃒𝐺1(𝑓) +

1
2

∞∫︀
−∞

𝑑𝑓1𝑊 𝑥(𝑓1)𝐺3(𝑓, 𝑓1,−𝑓1)

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

𝑊𝑥
(3𝑏𝑊𝑥−2𝑎2)

2
+4𝑎2𝜔2

4𝑎2(𝑎2+𝜔2)2
, if 𝑎 > 0,

𝑊𝑥
(3𝑏𝑊𝑥+2𝑎2)

2
+4𝑎2𝜔2

4𝑎2(𝑎2+𝜔2)2
if 𝑎 < 0

1
2!

∞∫︀
−∞

𝑑𝑓1𝑊 𝑥(𝑓1)𝑊 𝑥(𝑓 − 𝑓1)|𝐺2(𝑓1, 𝑓 − 𝑓1)|2 0

1
3!

∞∫︀
−∞

𝑑𝑓1
∞∫︀

−∞
𝑑𝑓2𝑊 𝑥(𝑓1)𝑊 𝑥(𝑓2)𝑊 𝑥(𝑓 − 𝑓1 −

𝑓2)|𝐺3(𝑓1, 𝑓2, 𝑓 − 𝑓1 − 𝑓2)|2

9𝑏2

2(𝑎2+𝜔2)𝑎2(𝜔2+9𝑎2)𝑊
3
𝑥 , if 𝑎 > 0,

− 9𝑏2

2(𝑎2+𝜔2)𝑎2(𝜔2+9𝑎2)𝑊
3
𝑥 if 𝑎 < 0

Компоненты разложения двустороннего спектра мощности выходного сигнала для начальных значе-
ний 𝑛 имеют вид:

𝑊𝑦(𝑓) ≈

⎧⎨⎩𝑊𝑥
(3𝑏𝑊𝑥−2𝑎2)

2
+4𝑎2𝜔2

4𝑎2(𝑎2+𝜔2)2
+ 9𝑏2

2(𝑎2+𝜔2)𝑎2(𝜔2+9𝑎2)𝑊
3
𝑥 , if 𝑎 > 0;

𝑊𝑥
(3𝑏𝑊𝑥+2𝑎2)

2
+4𝑎2𝜔2

4𝑎2(𝑎2+𝜔2)2
− 9𝑏2

2(𝑎2+𝜔2)𝑎2(𝜔2+9𝑎2)𝑊
3
𝑥 , if 𝑎 < 0.

(5)

Используя данную формулу, построим график
зависимости спектральной плотности мощности
выходного сигнала и сравним с численным реше-
нием уравнения СР методом Рунге-Кутта (рис. 1).
Графики имеют одинаковый характер, спектраль-
ная плотность мощности сигнала на выходе стоха-
стического нелинейного фильтра убывает с ростом
частоты, что является характерным свойством не-
линейных систем [12,14].

Рассмотрим частотные зависимости спектраль-
ной плотности мощности выходного сигнала, рас-
считанные с помощью выражения (5) (рис. 2).

Как видно, с ростом входной спектральной пло-
тности мощности спектральная плотность мощно-
сти на выходе также возрастает, однако при поло-
жительном 𝑎 рост выходной мощности характери-
зуется большей крутизной. Частотная зависимость
вновь отражает свойство нелинейных систем, о ко-
тором говорилось выше.

Рис. 1. Спектральная плотность мощности сигнала
на выходе нелинейного устройства в случае белого
Гауссова шума на входе (черная линия – числен-
ный расчет методом Рунге-Кутта, синяя – расчет

по формуле (5), 𝑎 = 𝑏 = 1)

Как известно, при прохождении случайного про-
цесса с нормальным распределением через линей-
ную систему закон распределения выходного си-
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Рис. 2. Спектральная плотность мощности сигнала на выходе стохастического нелинейного фильтра в
случае белого Гауссова шума на входе: (а) 𝑎 = −1; (б) 𝑎 = 1)

гнала сохраняет нормальные свойства, в то вре-
мя, как в нелинейных системах такое соответствие
утрачивается [6, 14]. Результаты расчета плотности
распределения выходного сигнала для нелинейного
стохастического фильтра приведены на рис. 3.

Рис. 3. Гистограмма и плотность распределения
выходного сигнала (𝑎 = 𝑏 = 1)

Проведенный расчет плотности распределения
выходного сигнала для нелинейного стохастическо-
го фильтра показал, что выходной процесс описыва-
ется распределением Стьюдента [15].

Выводы

В настоящей работе получил дальнейшее разви-
тие метод передаточных функций Вольтерра при-
менительно к нелинейным системам. Были опреде-
лены передаточные функции Вольтерра для нели-
нейного стохастического фильтра.

Рассмотрен случай входного сигнала в виде бе-
лого Гауссова шума. На основе рядов Вольтерра
получены выражения для начального момента вто-
рого порядка и спектральной плотности мощно-
сти выходного сигнала. Анализ результатов расчета
функций спектральной плотности мощности выхо-
дного сигнала, полученных на основе рядов Воль-
терра и на основе метода Рунге-Кутта, показали
одинаковый характер ее частотной зависимости.
Эта зависимость носит убывающий характер, что

является одним из основных свойств нелинейных
систем.

Рассчитана и построена частотная зависимость
спектральной плотности мощности выходного си-
гнала при различных значениях спектральной пло-
тности мощности входного сигнала. Показано, что
при различных параметрах стохастического нели-
нейного фильтра его амплитудные характеристики
имеют различный характер.

Анализ плотности распределения сигнала на
выходе нелинейного стохастического фильтра пока-
зал, что значения выходного сигнала имеют распре-
деление, отличное от нормального и описываются
законом Стьюдента.

В дальнейшем планируется рассмотреть в виде
входного сигнала аддитивную смесь гармоническо-
го сигнала и белого Гауссова шума.
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Використання апарату передаточних
функцiй Вольтерра у вирiшеннi зада-
чi стохастичної фiльтрацiї з вхiдним
сигналом у виглядi бiлого Гауссового
шуму

Харченко О. I.

У цiй роботi дослiджується проходження випадко-
вого процесу з Гауссовим розподiлом через нелiнiйний
фiльтр, що має ефект стохастичного резонансу. У розра-
хунках використано математичний апарат рядiв Воль-
терра. Розраховано передатнi функцiї Вольтерра, на
пiдставi яких отримано вирази для початкового момен-
ту другого порядку та спектральної щiльностi потужно-
стi вихiдного сигналу. Отриманi результати показали,
що спектральна щiльнiсть потужностi сигналу на виходi
даного нелiнiйного стохастичного фiльтру убуває iз зро-
станням частоти i зростає зi збiльшенням спектральної
щiльностi потужностi вхiдного сигналу. Розраховуються
та аналiзуються частотнi залежностi спектральної щiль-
ностi потужностi вихiдного сигналу нелiнiйного стоха-
стичного фiльтра, а також амплiтудних характеристик
у випадку рiзних значень параметрiв фiльтра. Отриманi
результати показали, що спектральна щiльнiсть поту-
жностi вихiдного сигналу розглянутого нелiнiйного сто-
хастичного фiльтра зменшується iз зростанням частоти
i збiльшується при зростаннi спектральної щiльностi по-
тужностi вхiдного сигналу. Крiм того, аналiз функцiї
щiльностi iмовiрностi вихiдного сигналу показав, що
значення вихiдного сигналу нелiнiйного стохастичного
фiльтра описуються розподiлом Стьюдента. Для оцiнки
точностi та достовiрностi отриманих результатiв прове-
дено чисельнi розрахунки вихiдного сигналу методом
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Рунге-Кутта. Порiвняльний аналiз залежностей щiльно-
стi спектра потужностi вихiдного сигналу, отриманих
численним розрахунком, i на основi рядiв Вольтерра
показує їх подiбний характер. Далi планується розгля-
нути нелiнiйний стохастичний фiльтр, на входi якого дiє
сумiш гармонiйного та бiлого Гауссового шуму.

Ключовi слова: стохастичний резонанс; нелiнiйний
стохастичний фiльтр; бiлий Гауссовий шум ; ряди Воль-
терра; передатнi функцiї Вольтерра; спектральна щiль-
нiсть потужностi

Using of Volterr’s Transfer Functions in
Solving the Problem of Stochastic Fi-
ltration with Input Signal in the Form
of White Gaussian Noise

Kharchenko O. I.

This paper is continuation of the researches of non-
linear systems in case of different input signals. Earlier, the
case of a harmonic input signal was considered. Expressions
for the output harmonics were received. In present paper
Gaussian random process passing through the non-linear fi-
lter having the effect of a stochastic resonance is researched.
Volterra series is used in calculations. A substantial number
of the systems encountered in communication problems can
be represented as Volterra series. It is shown that the n-fold
Fourier transform plays an important role in this analysis.
When the Volterra transfer functions are known, items of

interest regarding the output can be obtained by substi-
tuting them in general formulas derived from the Volterra
series representation. These items include expressions for
the output power spectrum and various moments. Volterra
transfer function by means of which expressions for the
second order initial moment and power spectral density of
output process are calculated. The frequency dependences
of power spectral density of the output signal of the non-
linear stochastic filter and also amplitude characteristics
are calculated and analyzed in case of different parameter
values of the filter. The obtained results showed that power
spectral density of the output signal of the considered non-
linear stochastic filter decreases when frequency increases
and increases when power spectral density of an input signal
increases. Besides, the analysis of probability density functi-
on of an output signal showed that values of the non-linear
stochastic filter output signal are described by Student’s
t-distribution. Numerical calculations of an output signal
by Runge-Kutta method were carried out for assessment
of accuracy and reliability of the obtained results. The
comparative analysis of dependences of an output signal
power spectrum densities are obtained by the numerical
calculation and on the basis of Volterra series shows their
similar character. Further it is planned to consider non-
linear stochastic filter driven by the mixture of harmonic
and Gaussian input.

Key words: stochastic resonance; nonlinear stochastic
filter; white Gaussian noise; Volterrs series; Volterrs transfer
function; power spectral density
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