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В статье рассмотрена модель двухлучевого радиоканала с рассеянием мощности сигнала, которую
в литературе принято обозначать аббревиатурой TWDP (от Two-Wave with Diffuse Power). Для этой
модели в литературе известны как точные, так и приближенные выражения распределения огибающей
сигнала на выходе канала. Однако общим недостатком известных результатов является их высокая
сложность с точки зрения практических применений. В связи с этим в данной работе рассматрива-
ется значительно более простая аппроксимация функций распределения на основе метода Накагами.
Данный метод аппроксимации сводится к вычислению второго и четвертого начальных моментов
огибающей сигнала, что и выполнено в работе применительно к модели канала TWDP. На основе
полученной аппроксимации проведено исследование погрешностей аппроксимации путем сопостав-
ления расчетов по точным и приближенным формулам. Анализ показал, что погрешности метода
Накагами при вычислении кумулятивных функций распределения является вполне удовлетворитель-
ными для практических применений, однако, точность аппроксимации плотностей распределения
вероятностей значительно уступает известным результатам, с которыми проведено сравнение в работе.
Также отмечается полезность полученных результатов для трактовки данных некоторых натурных
экспериментов.
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Введение

Важным элементом научного обеспечения техно-
логий радиосвязи является выбор моделей радиока-
налов. Однако, в традиционной теории радиосвязи
такой выбор был ограничен относительно неболь-
шим числом канонических схем [1,2], среди которых
главное место занимали рэлеевский и райсовский
каналы. В настоящее время с учетом общих тен-
денций развития технологий радиосвязи, особенно,
мобильной, значение выбора моделей радиокана-
лов неизмеримо возрастает. Поэтому все большую
актуальность приобретают задачи построения сов-
ременных моделей каналов, которые учитывали бы
изменение условий работы систем радиосвязи, в ча-
стности, переход на новые частотные диапазоны,
изменение схем передачи информации, расширение
функциональности и т.п.

Указанные обстоятельства обусловили появле-
ние за последние 10-15 лет ряда публикаций, в кото-
рых рассматриваются принципиально новые модели
радиоканалов, например, гипер-рэлеевский канал
[3], двойной райсовский канал [4], канал Хойта [5]
и ряд других [6]. В рамках данной статьи мы огра-
ничимся рассмотрением лишь одной из наиболее

популярных ныне моделей, а именно, двухлучево-
го радиоканала с рассеянием мощности сигнала.
В литературе данную модель принято обозначать
аббревиатурой TWDP (от Two-Wave with Diffuse
Power). Впервые модель TWDP была предложена в
работе [7], где были исследованы соответствующие
законы распределения огибающей сигнала. В ряде
последующих работ [8–10] была выполнена экспе-
риментальная проверка модели TWDP в натурных
условиях, уточнены условия ее применимости, пред-
ложены некоторые обобщения.

Суть модели канала TWDP состоит в том, что
сигнал по выходу канала предполагается состоя-
щим из 3-х компонент, две из которых существу-
ют в условиях прямой видимости между приемни-
ком и передатчиком, но значительно отличаются
своими лучевыми трассами. Третья же компонен-
та порождается эффектами рассеяния сигнала на
мелкомасштабных неоднородностях среды переда-
чи. Таким образом, модель TWDP для комплексной
огибающей сигнала по выходу квадратурного дете-
ктора обычно записывают [7] следующим образом:

�̇� = �̇�1 · 𝑒𝑗Φ1 + �̇�2 · 𝑒𝑗Φ2 + �̇�𝑑𝑖𝑓 , (1)
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где �̇�1, �̇�2 - комплексные амплитуды радиолучей;
Φ1, Φ2 - набег фаз радиолучей в канале; �̇�𝑑𝑖𝑓 - рассе-
янная компонента сигнала. Согласно модели TWDP
амплитуды �̇�1, �̇�2 предполагаются заданными, а
фазы Φ1, Φ2 - случайными и статистически неза-
висимыми. Последнее предположение может быть
обосновано эффектами доплеровского расширения
спектра сигнала в канале, параметры которого для
разных лучевых трас существенно отличаются [11].
Относительно же рассеянной компоненты �̇�𝑑𝑖𝑓 при-
нимается традиционное предположение о гауссов-
ском законе ее распределения с параметрами:⟨

�̇�𝑑𝑖𝑓

⟩
= 0,

⟨⃒⃒⃒
�̇�𝑑𝑖𝑓

⃒⃒⃒2⟩
= 2𝜎2

𝑑, (2)

где символ ⟨·⟩ обозначает статистическое усредне-
ние; 𝜎2

𝑑 - дисперсию флуктуаций каждой из квадра-
турных составляющих рассеянной компоненты.

При указанных предположениях в [7] было по-
лучено общее выражение для плотности распре-

деления вероятностей (ПРВ) огибающей 𝑅 =
⃒⃒⃒
�̇�
⃒⃒⃒

сигнала (1), которое имеет вид:

𝑓𝑅(𝑟) =
𝑟

𝜋𝜎2
𝑑

exp

(︂
−𝑟2 + 2𝐾𝑇𝑊

2𝜎2
𝑑

)︂
×

×
𝜋∫︁

0

exp (𝐾𝑇𝑊 ∆𝑇𝑊 · cos 𝜃)×

× 𝐼0

[︂
𝑟

𝜎𝑑

√︀
2𝐾𝑇𝑊 · (1 − ∆𝑇𝑊 · cos 𝜃)

]︂
𝑑𝜃,

𝑟 ∈ (0,∞), (3)

где 𝐼0(·) - модифицированная функция Бесселя ну-
левого порядка;

∆𝑇𝑊 =
2𝑉1𝑉2

𝑉 2
1 + 𝑉 2

2

(4)

- параметр модели TWDP, который определяется

соотношением амплитуд радиолучей 𝑉𝑖 =
⃒⃒⃒
�̇�𝑖

⃒⃒⃒
, 𝑖 =

1, 2 и принимает значения в интервале (0,1);

𝐾𝑇𝑊 =
𝑉 2
1 + 𝑉 2

2

2𝜎2
𝑑

(5)

- К-фактор канала TWDP, аналогичный по опреде-
лению соответствующему фактору для райсовского
канала. Однако, распределение (3) в элементарных
или табулированных функциях не выражается. В
связи с этим в [7] для него была предложена следу-
ющая аппроксимация:

𝑓𝑅(𝑟) =
𝑟

𝜋𝜎2
𝑑

exp

(︂
−𝑟2 + 2𝐾𝑇𝑊

2𝜎2
𝑑

)︂
×

×
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝐷

(︂
𝑟

𝜎𝑑

;𝐾𝑇𝑊 ,∆𝑇𝑊 cos
𝜋(𝑖− 1)

2𝑁 − 1

)︂
, (6)

где 𝑁 - порядок аппроксимации, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑁 - интер-
поляционные коэффициенты, подобранные в рабо-
те [7];

𝐷(𝑥,𝐾𝑇𝑊 , 𝛼) =
1

2
exp (𝛼𝐾𝑇𝑊 )×

× 𝐼0

(︁
𝑥
√︀

2𝐾𝑇𝑊 (1 − 𝛼)
)︁

+

+
1

2
exp (−𝛼𝐾𝑇𝑊 ) 𝐼0

(︁
𝑥
√︀

2𝐾𝑇𝑊 (1 + 𝛼)
)︁
.

Аппроксимация (6) для порядков интерполяции
𝑁 = 2 ÷ 5 показала хорошую точность как в те-
оретических, так и в экспериментальных исследо-
ваниях [7, 11]. Но, в то же время, данная формула
для практических применений является довольно
трудоемкой. К тому же в ряде практических за-
дач кроме ПРВ необходимо знание и кумулятивной
функции распределения вероятностей (КФР), т.е

𝐹𝑅(𝑧) = 𝑃 {𝑅 ≤ 𝑧} =

𝑧∫︁
0

𝑓𝑅(𝑟)𝑑𝑟 .

Такая необходимость возникает, в частности, в
задачах, связанных с определением вероятности пе-
ресечения огибающей сигнала некоторого порогово-
го уровня. К их числу, относятся, например, обнару-
жение сигналов, определение вероятности «обрыва»
канала и ряд других. В нашем случае с учетом
(3) для КФР огибающей сигнала в канале TWDP
можно записать следующее общее выражение:

𝐹𝑅(𝑧) =

𝑧∫︁
0

𝑟

𝜋𝜎2
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−𝑟2 + 2𝐾𝑇𝑊

2𝜎2
𝑑
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×

×
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0
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𝑟
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√︀
2𝐾𝑇𝑊 · (1 − ∆𝑇𝑊 · cos 𝜃)

]︂
𝑑𝜃

)︂
𝑑𝑟 .

(7)

При использовании аппроксимации нужно, оче-
видно, заменить в этом выражении подынтеграль-
ную функцию (3) выражением (6). Но сложность
вычислений при этом не намного меньше, а практи-
ческие удобства также не очевидны. С учетом ука-
занных обстоятельств целью данной статьи явля-
ется исследование возможности применения более
простой и удобной для практического применения
аппроксимации распределения огибающей сигнала
в канале TWDP.

1 Разработка метода аппрокси-

мации

Рассматриваемый в статье метод аппроксимации
основан на использовании известного распределе-
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ния Накагами, который уже неоднократно пока-
зывал хорошие результаты в задачах аппроксима-
ции распределения огибающих сигналов [2]. Полу-
ченная этим методом аппроксимация определяется
небольшим набором физически прозрачных пара-
метров и при всей своей простоте обеспечивает,
как правило, вполне приемлемую для практиче-
ских применений точность вычислений. Плотность
распределения Накагами, как известно [2], имеет
следующий вид:

𝑓𝑁𝑎𝑘𝑎𝑔.(𝑟) =
2

Γ(𝑀)
·
(︂
𝑀

Ω

)︂𝑀

· 𝑟2𝑀−1 · exp

{︂
−𝑀𝑟2

Ω

}︂
,

(8)
где 𝑀, Ω – параметры распределения. В свою оче-
редь, плотности (8) соответствует КФР следующего
вида:

𝐹𝑅(𝑟) =
𝛾 (𝑀,𝑀 · 𝑟/Ω)

Γ(𝑀)
, (9)

где Γ(𝛼) - полная, а

𝛾(𝛼, 𝑥) =

𝑥∫︁
0

𝑒−𝑡 · 𝑡𝛼−1𝑑𝑡 (10)

- неполная гамма-функция [12]. Функция (10) по-
дробно табулирована и входит во все известные
вычислительные математические пакеты, в частно-
сти, широко распространенный пакет Матлаб. По-
этому вычислительных проблем с использованием
КФР (9), в отличие от точной формулы (7), не во-
зникает. Осталось лишь связать параметры 𝑀, Ω
распределения (8) с параметрами модели TWDP,
определенными выше.

Данную связь несложно установить, если во-
спользоваться тем известным обстоятельством [2],
что наилучшая аппроксимация распределения неко-
торой неотрицательной случайной величины 𝑅 ≥ 0
распределением Накагами достигается при выборе
параметров 𝑀, Ω следующим образом:

Ω = 𝑚2, 𝑀 =
(𝑚2)

2

𝑚4 − (𝑚2)
2 , (11)

где 𝑚2, 𝑚4 - соответственно второй и четвертый
начальные моменты величины 𝑅, т.е. в нашем слу-
чае огибающей сигнала (1). Следовательно, задача
сводится к поиску статистических средних

𝑚2 =

⟨⃒⃒⃒
�̇�1 · 𝑒𝑗Φ1 + �̇�2 · 𝑒𝑗Φ2 + �̇�𝑑𝑖𝑓

⃒⃒⃒2⟩
,

𝑚4 =

⟨⃒⃒⃒
�̇�1 · 𝑒𝑗Φ1 + �̇�2 · 𝑒𝑗Φ2 + �̇�𝑑𝑖𝑓

⃒⃒⃒4⟩
.

(12)

Используя положенные в основу модели TWDP
предположения и выполнив на основе выражений
(12) необходимые вычисления, приходим к следую-
щим результатам:

𝑚2 = 𝑉 2
1 + 𝑉 2

2 + 2𝜎2
𝑑,

𝑚4 = (𝑚2)
2

+ 4𝜎4
𝑑 + 2 · 𝑉 2

1 𝑉
2
2 + 4𝜎2

𝑑 ·
(︀
𝑉 2
1 + 𝑉 2

2

)︀
.
(13)

После подстановки выражений (13) в форму-
лы (11) и с учетом обозначений (4), (5), получаем
следующие выражения для параметров искомой ап-
проксимации:

Ω = 2𝜎2
𝑑 · (1 + 𝐾𝑇𝑊 ) , (14)

𝑀 =
(1 + 𝐾𝑇𝑊 )

2

1 + 2𝐾𝑇𝑊 + 𝐾2
𝑇𝑊 · ∆2

𝑇𝑊 /2
. (15)

Таким образом, при выборе параметров 𝑀, Ω
в соответствии с выражениями (14) и (15) фун-
кции распределения (8) или (9) аппроксимирует
неким образом распределение огибающей сигнала
(1). Совершенно очевидно, что данная аппрокси-
мация намного проще и удобнее для практических
применений по сравнению с аппроксимацией (6).
Осталось лишь оценить ее погрешность.

2 Сравнительный анализ по-

грешностей методов аппро-

ксимации

Погрешности рассматриваемого метода оценива-
лись путем сопоставления расчетов ПРВ и КФР по
точным формулам и расчетов по формулам (8) и (9)
при выборе параметров распределения Накагами
согласно выражениям (14), (15). Расчет по точным
формулам при этом выполнялся путем численного
интегрирования выражений (3) и (7). Одновременно
также проводились расчеты и в соответствии с фор-
мулой аппроксимации (6), предложенной в [7] для
порядка интерполяции N=3 (для краткости будем
его называть алгоритм A7). Значения параметров
канала TWDP для лучшей сопоставимости были
выбраны такими же, как в базовой статье [7]. Не-
которые результаты расчетов ПРВ представлены на
рис. 1 и рис. 3, а расчетов КФР – на рис. 2 и рис. 4.

Прежде всего, нетрудно видеть, что ошибки ап-
проксимации зависят от параметров канала 𝐾𝑇𝑊 и
∆𝑇𝑊 . Так, в диапазоне значений ∆𝑇𝑊 ≤ 0.5 для
всех значений𝐾𝑇𝑊 , принятых в расчетах, результа-
ты расчетов как по методу Накагами, так и алгори-
тму А7 очень близки к точным значениям. При этом
следует заметить, что случай ∆𝑇𝑊 = 0 соответству-
ет фактически однолучевому распространению, при
котором канал TWDP совпадает с традиционным
райсовским каналом. Однако, при одновременном
увеличении параметров 𝐾𝑇𝑊 и ∆𝑇𝑊 погрешности
возрастают. При этом ошибка аппроксимации На-
кагами явно превышает соответствующие значения
для алгоритма А7.

Также заметим, что различие в точности между
методом Накагами и алгоритмом А7 существенно
зависит от того, какая из задач решается: аппрокси-
мация функций плотности ПРВ или кумулятивных
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(a) (b)

Рис. 1. ПРВ огибающей для нескольких значений К-фактора канала и параметра ∆

(a) (b)

Рис. 2. КФР огибающей для нескольких значений К-фактора канала и параметра ∆

(a) (b)

Рис. 3. ПРВ огибающей для нескольких значений К-фактора канала и параметра ∆
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(a) (b)

Рис. 4. КФР огибающей для нескольких значений К-фактора канала и параметра ∆

функций КФР. Для метода Накагами аппроксима-
ция ПРВ более или менее удовлетворительна лишь
в диапазоне значений ∆𝑇𝑊 ≤ 0.5, что соответ-
ствует доминированию одного из радиолучей. Для
больших значений ∆𝑇𝑊 , т.е. когда амплитуды ра-
диолучей близки между собой, метод Накагами при
аппроксимации ПРВ ведет себя неудовлетворитель-
но, в то время, как метод А7 показывает прием-
лемую точность во всем рассмотренном диапазоне
изменения параметров канала.

Принципиально иначе обстоит ситуация при
выполнении аппроксимации функций КФР. Хотя
в этой задаче метод Накагами также уступает
алгоритму А7, но значения погрешностей метода
уже выглядят более приемлемо для выполнения
тех практических вычислений, которые не требу-
ют чрезмерной точности. Так, для алгоритма А7
погрешность аппроксимации КФР в среднем со-
ставляет около 0,2%, в то время, как для метода
Накагами указанная погрешность находится в пре-
делах (1–2)%. Относительно неудовлетворительные
результаты аппроксимации КФР методом Накагами
можно отметить лишь для области значений па-
раметра ∆𝑇𝑊 близких к единице и при высоких
значениях параметра 𝐾𝑇𝑊 . Физически эти ситуа-
ции соответствуют близким по амплитуде радио-
лучам и значительному преобладанию когерентных
компонент над рассеянной.

Таким образом, анализ погрешностей показыва-
ет, что метод Накагами для описания канала TWDP
целесообразно использовать главным образом для
аппроксимации функций КФР, где этот метод обе-
спечивает простоту и приемлемую для практиче-
ских потребностей точность вычисления КФР в
большей части диапазона изменений параметров ка-
нала. Для задач же аппроксимации ПРВ этот метод
в рамках рассматриваемой модели канала вряд ли
пригоден.

Заключение

В работе проведено исследование возможности
применения известного метода аппроксимации На-
кагами для описания распределения вероятностей
огибающей сигнала в канале TWDP. Исследование
подтвердило такую возможность применительно к
функциям КФР в достаточно широком диапазоне
значений параметров канала. Что же касается за-
дач аппроксимации ПРВ, то погрешности метода
Накагами оказались значительно менее удовлетво-
рительными.

Также следует отметить возможность трактов-
ки полученных результатов с точки зрения ин-
терпретации некоторых натурных экспериментов.
Действительно, точность натурных экспериментов
обычно уступает полученным в работе оценкам то-
чности аппроксимации Накагами. Поэтому можно
предположить, что в основе некоторых эксперимен-
тов, по которым был сделан вывод о принадлежно-
сти распределения огибающей сигналов к распре-
делению Накагами, лежал физический механизм,
близкий к модели TWDP. Но данное предположе-
ние, разумеется, еще нуждается в проверке.
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Апроксимацiя Накагами розподiлу
обвiдної сигналу в каналi TWDP

Калюжний О. Я.

Постановка задачi. З розвитком технологiй ра-
дiозв’язку, особливо, мобiльного, усе бiльш важливу
роль вiдiграє розробка моделей радiоканалiв. У данiй
статтi розглядається одна з популярних нинi моделей,
а саме, двопроменевий радiоканал з розсiюванням по-
тужностi сигналу, яку в лiтературi прийнято позначати
абревiатурою TWDP (вiд Two-Wave with Diffuse Power).
Для цiєї моделi вiдомi як точнi, так i наближенi вирази
для густини розподiлу iмовiрностей (ГРI) i кумулятив-
ної функцiї розподiлу (КФР) обвiдної сигналу. Однак,
загальним їх недолiком є висока складнiсть з точки зо-
ру практичного застосування. У зв’язку iз цим у данiй
роботi розглядається можливiсть значно бiльш простої
апроксимацiї ГРI та КФР обвiдної сигналу на основi
методу Накагами.

Розробка методу. Апроксимацiя розподiлiв по ме-
тоду Накагами зводиться до обчислення другого та
четвертого початкових моментiв обвiдної сигналу на
виходi каналу. Такi обчислення й виконанi в роботi,
що дозволяє представити зазначенi моменти у виглядi
функцiй вiд двох загальноприйнятих параметрiв каналу
TWDP: К-фактора та параметра Δ, який визначається
спiввiдношенням амплiтуд радiо променiв.

Аналiз похибок апроксимацiї. Похибки оцiню-
валися шляхом зiставлення розрахункiв ГРI i КФР за
точними формулами та розрахункiв iз використанням
апроксимацiї Накагами. Паралельно також проводили-
ся розрахунки вiдповiдно до формул апроксимацiї, що
вiдомi у лiтературi. Аналiз показав, що похибка методу
Накагами при обчисленнi КФР є цiлком задовiльною
для практичних потреб майже у всьому дiапазонi змiн
параметрiв каналу. У той же час точнiсть апроксимацiї
ГРI у порiвняннi з iншими вiдомими методами апрокси-
мацiї виявилася не дуже задовiльна.

Висновки. Проведенi дослiдження пiдтвердили мо-
жливiсть апроксимацiї КФР обвiдної сигналу в кана-
лi TWDP розподiлом Накагами. Результати такої ж
апроксимацiї для ГРI виявилися менш задовiльними.
Також вiдзначається кориснiсть отриманих результатiв
для трактування даних натурних експериментiв.

Ключовi слова: мобiльний зв’язок, двопроменевий
канал iз розсiюванням, дрiбномасштабнi завмирання,
розподiл обвiдної сигналу, розподiл Накагами

Nakagami’s Approximation for Distri-
bution of Signal Envelope in TWDP
Channel

Kaliuzhnyi O. Ya.

Problem statement. With the development of radio
communication technologies, especially mobile, the choice
of radio channel models is playing an increasingly important
role. In this paper, one of the currently popular models is
considered, namely, a Two-Wave radio propagation with Di-
ffuse Power scattering, which is abbreviated in the literature
as TWDP. For this model, both exact and approximate
expressions for the Probability Density Function (PDF) and
the Cumulative Distribution Function (CDF) of the signal
envelope are known. However, their common disadvantage
is the high complexity in terms of practical application. In
this regard, this paper considers the possibility of a much
simpler approximation of the PDF and CDF of a signal
envelope based on the Nakagami’s distribution.

Method development. The approximation of distri-
butions by the Nakagami method comes down to the
calculation of the second and fourth moments of a sig-
nal envelope at a channel output. Such calculations are
performed in the paper, which allows to represent the speci-
fied moments as functions of two parameters of the TWDP
channel: the K-factor and Δ-parameter depending from the
ratio of beams amplitudes.

Analysis of the approximation errors. Errors were
estimated by comparing the calculations for the PDF and
CDF as per exact formulas and calculations using the
Nakagami approximation. In parallel, calculations were also
carried out as per the approximation formulas known in
the literature. The analysis showed that the Nakagami
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method gives errors in the calculation of the CDF that are
acceptable for practical needs in all ranges of parameters
values K and Δ. At the same time, the accuracy of the PDF
approximation in comparison with other known methods
was not very satisfactory.

Conclusions. Studies carried out in this paper have
confirmed the possibility of approximating the CDF of the
signal envelope in the TWDP channel by the Nakagami

distribution. However, the results of such approximation
for the PDF were less satisfactory. The usefulness of the
obtained results for the interpretation of the data of field
experiments is also noted.

Key words: mobile communication, two-beam channel
with scattering, small-scale fading, envelope distribution,
Nakagami’s distribution
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