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Розглянуто ефект стохастичного резонансу (СР), що дає можливiсть видiлити слабкий сигнал iз
адитивної сумiшi з шумом. Найсильнiший ефект вiдбувається при певнiй чiтко визначенiй, оптимальнiй
iнтенсивностi шуму. Термiн СР було введено в ходi дослiджень бiстабiльної моделi осцилятора, яка
пропонувалась для аналiзу перiодичнiстi настання льодовикових перiодiв на Землi. Модель описувала
рух частинки в симетричному одновимiрному бiстабiльному потенцiалi пiд дiєю перiодичної сили в
умовах сильного тертя. У подальших дослiдженнях ефект стохастичного резонансу було виявлено в
багатьох системах i не тiльки фiзичних. Розглянуто вiдомi результати наближеного рiшення рiвняння
СР. Дане рiвняння вирiшується двома методами: методом лiнiйного вiдгуку та теорiєю двох станiв.
Зазначено, що в цих дослiдженнях аналiтичнi вирази для коефiцiєнта пiдсилення та вiдношення
сигнал/шум отримуються за допомогою низки наближень: обмежень на амплiтуду сигналу, коли вiдгук
приймається лiнiйним та обмежень на частоту сигналу. Крiм того, при порiвняннi двох розглянутих
методiв, їх використання для розрахунку дисперсiї шуму, при якiй має мiсце ефект СР, призводить
до рiзних результатiв. Це зумовлює необхiднiсть проведення подальших дослiджень з метою розробки
аналiтичного апарату та перевiрки його достовiрностi чисельними розрахунками. Наведено результати
чисельного моделювання вiдгуку стохастичного резонатора на вплив адитивної сумiшi гармонiйного
сигналу та бiлого гаусiвського шуму. Виконано розрахунок та проведено аналiз коефiцiєнту гармонiк
вихiдного коливання. Показано, що збагачення вихiдного сигналу гармонiками та ефективне пригнi-
чення шуму є принциповою особливiстю СР. Наведено результати чисельного розрахунку функцiї
вiдношення сигнал/шум на виходi вiд дисперсiї вхiдного шуму 𝐷. Залежнiсть має складний характер,
де можна видiлити локальний максимум у точцi 𝐷 = 0.4, що не вiдповiдає вiдомим результатам
розрахунку дисперсiї вхiдного шуму при рiзних наближених рiшеннях рiвняння СР. Показано, що
стохастичний резонатор дiє як низькочастотний фiльтр, забезпечуючи водночас значне зменшення
рiвня вихiдного шуму.
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Вступ

Однiєю з найважливiших вимог, що висуваються
до радiотехнiчних i телекомунiкацiйних систем, є
забезпечення високої достовiрностi повiдомлень, що
передаються. У сучасних умовах боротьба iз пе-
решкодами висувається на перший план. Створено
коригувальнi коди, оптимальнi фiльтри, використо-
вується виявлення методом накопичення, питання
приймання сигналiв розглядаються з позицiй теорiї
статистичних рiшень, все ширше застосування зна-
ходять системи на основi дискретних та цифрових
сигналiв [1–5].

Разом з тим, дослiдження, проведенi наприкiнцi
XX ст. [6–9], призвели до парадоксальних виснов-
кiв. Наявнiсть шуму на входi нелiнiйних систем,
що мають ефект так званого стохастичного резо-
нансу (СР), дозволяє видiлити слабкий (порiвняно

зшумом) сигнал з адитивної сумiшi з бiлим гаусiв-
ським шумом.

Поняття СР було запроваджено фiзиками, що
дослiджували виникнення льодовикових перiодiв
[10, 11]. Цей термiн визначає явище в нелiнiйних
системах, коли слабкий вхiдний сигнал може бути
пiдсилений шумом. Ефект СР характеризує вiдгук
нелiнiйної системи на слабкий вхiдний сигнал. При
цьому вихiднi параметри нелiнiйної системи, такi як
коефiцiєнт пiдсилення та вiдношення сигнал/шум,
за певних умов мають чiтко виражений максимум
[12]. На даний час це явище визнане фундаменталь-
ним i виявлено у рiзних галузях науки, зокрема:
у бiологiї, фiзицi, хiмiї, медицинi, соцiологiї тощо
[12–14]. Зокрема, в радiолокацiї, радiоастрономiї, де
рiвень сигналу є значно нижчим за рiвень шуму,
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ефект СР може бути використано задля видiлення
корисного сигналу.

Рiвняння СР може бути записано як

𝑥′(𝑡)=𝑎𝑥−𝑏𝑥3+𝐴 cos(𝜔0𝑡+𝜙0)+𝜉(𝑡), (1)

де 𝑥 (𝑡) – вихiдний сигнал; 𝐴 – амплiтуда вхiдного
перiодичного сигналу з частотою 𝜔0 та початковою
фазою 𝜙0; 𝜉(𝑡) – вхiдної бiлий гаусiвський шум з
нульовим середнiм значенням та дисперсiєю 𝐷; 𝑎 i
𝑏 – системнi параметри.

1 Вiдомi результати наближе-
ного розв’язання рiвняння
СР

Рiвняння СР (1) є рiвнянням Абеля 1-го порядку
та не має точного аналiтичного розв’язку [15].

У роботi [16] розглядаються методи розв’язання
диференцiйних рiвнянь, що характеризують фiзич-
ний процес у нелiнiйних колах. Розв’язання, що
отримаються, виражаються у виглядi функцiй роз-
подiлу або щiльностей ймовiрностi. Однак зазначе-
но, що для рiвняння виду

�̇� + 𝐹0(𝑦)=𝐹 (𝑡),

де 𝐹0(𝑦)=𝑦2, 𝑦3, . . . розв’язання невiдоме.
У дослiдженнях фiзики явища СР аналiтичнi

вирази для коефiцiєнта пiдсилення та вiдношення
сигнал/шум отриманi за допомогою низки набли-
жень: обмежень на амплiтуду сигналу, коли вiдгук
приймається лiнiйним та обмежень на частоту си-
гналу [17].

Вважаючи 𝑎 = 𝑏 = 1, отримаємо рiвняння СР
виду

𝑥′(𝑡)=𝑥−𝑥3+𝐴 cos(𝜔0𝑡+𝜙0)+𝜉(𝑡). (2)

Дане рiвняння вирiшується двома методами: ме-
тодом лiнiйного вiдгуку та теорiєю двох станiв
[12,17].

1.1 Теорiя двох станiв

Ця модель була запропонована в [18], де пе-
редбачалося, що за певних обмежень дана модель
забезпечує точне уявлення для бiльшостi бiстабiль-
них систем.

Розглядалося, що змiнна стану в симетричнiй
бiстабiльнiй системi набуває лише двох дискретних
значень 𝑥(𝑡)=±𝑥𝑚 [12,17]. Iмовiрностi знаходження
системи у вiдповiдному станi 𝑛±(𝑡) задовольняють
умовi нормування

𝑛±(𝑡) + 𝑛∓(𝑡) = 1.

Розв’язання рiвняння (2) отримано у разi слаб-
кого сигналу (𝐴𝑥𝑚 << 𝐷) шляхом розкладання у
ряд Тейлора та збереження лише лiнiйних членiв
[12]. Втiм, це призводить до неточностi розв’язання
та потребує розвитку цього методу. Так, пiд час
розрахункiв визначено коефiцiєнт пiдсилення за по-
тужнiстю

𝜂=
4𝑟2𝐾𝑥4

𝑚

𝐷2(4𝑟2𝐾 + 𝜔2
0)
,

а також отримано вираз для вiдношення си-
гнал/шум

𝑆𝑁𝑅=𝜋

(︂
𝐴𝑥𝑚

𝐷

)︂2

𝑟𝐾 ,

де 𝑟𝐾 – частота (швидкiсть) Крамерса.

Однак, дисперсiя шуму, за якої SNR приймає
максимальне значення, не збiгається зi значенням
дисперсiї, яке максимiзує амплiтуду вiдгуку, або є
еквiвалентним максимуму 𝛿-пiка в даному спектрi
потужностi.

Отже, можна дiйти висновку, що означенi ре-
зультати необхiдно використовувати з певною час-
ткою обережностi та доповнити подальшим аналi-
зом з метою отримання адекватних та достовiрних
висновкiв.

1.2 Теорiя лiнiйного вiдгуку

Вище зазначено, що особливiстю ефекту СР є йо-
го використання для пiдсилення слабких сигналiв,
якi знаходяться в адитивнiй сумiшi з шумом.

Концепцiя лiнiйного вiдгуку полягає у тому, що
реакцiя нелiнiйної системи ⟨𝑥(𝑡)⟩ на слабкий зовнi-
шнiй вплив 𝐹 (𝑡) в асимптотичнiй границi великих
часiв визначається iнтегральним рiвнянням [19]

⟨𝑥(𝑡)⟩=⟨𝑥⟩0+
∞∫︁

−∞

𝜒(𝑡−𝜏,𝐷)𝐹 (𝜏)𝑑𝜏,

де ⟨𝑥⟩0 − середнє значення незбуреної змiнної стану
системи; 𝐷 – дисперсiя шуму.

Як видно, даний вираз є iнтегралом накладання,
який використовується в аналiзi електричних кiл.
Ядро iнтегрального перетворення 𝜒(𝑡−𝜏,𝐷) визна-
чається згiдно флуктуацiйно-дисипацiйної теореми
[12] i тут має сенс iмпульсної характеристики. Про-
те, основна суперечливiсть цього результату полягає
у тому, що метод iнтеграла накладання є iнструмен-
том виключно лiнiйного аналiзу, тобто його вико-
ристання в даному випадку потребує, щонайменше,
бiльш глибокого доведення [20].

Визначено коефiцiєнт пiдсилення за потужнiстю
та вiдношення сигнал/шум [12].

𝜂(𝜔0, 𝐷) =
(𝑔1𝜆𝑚)

2
(𝛼2 + 𝜔2

0) + (𝑔2𝛼)
2
(𝜆2

𝑚 + 𝜔2
0) + 2𝑔1𝑔2𝛼𝜆𝑚(𝛼𝜆𝑚 + 𝜔2

0)

𝐷2(𝜆2
𝑚 + 𝜔2

0)(𝛼
2 + 𝜔2

0)
;
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𝑆𝑁𝑅 =
𝜋𝐴2

2𝐷2
=

(𝑔1𝜆𝑚)
2
(𝛼2 + 𝜔2

0) + (𝑔2𝛼)
2
(𝜆2

𝑚 + 𝜔2
0) + 2𝑔1𝑔2𝛼𝜆𝑚(𝛼𝜆𝑚 + 𝜔2

0)

𝑔2𝛼(𝛼𝜆𝑚 + 𝜔2
0) + 𝑔1𝜆𝑚(𝛼2 + 𝜔2

0)
,

де

𝛼=2; 𝜆𝑚=2𝑟𝐾=

√
2

𝜋
exp

(︂
− 1

4𝐷

)︂
;

𝑔1=
⟨︀
𝑥2

⟩︀
0
−𝑔2;

𝑔2=
𝜆𝑚

⟨︀
𝑥2

⟩︀
0

𝜆𝑚−𝛼
+

⟨︀
𝑥2

⟩︀
0
−
⟨︀
𝑥4

⟩︀
0

𝜆𝑚−𝛼
.

На пiдставi даних виразiв та результату, отри-
маного в [12], визначено, що для низькочастотних
впливiв максимум вiдношення сигнал/шум досяга-
ється при 𝐷 ≈ 1/8.

Як випливає з порiвняння двох розглянутих ме-
тодiв їх використання для розрахунку дисперсiї шу-
му, за якої має мiсце ефект СР, призводить до рiзних
результатiв. Вiдношення сигнал/шум для моделi
двох станiв має єдиний максимум при 𝐷 = 1/4,
а згiдно теорiї лiнiйного вiдгуку максимум досяга-
ється при 𝐷 ≈ 1/8. Такi розбiжностi результатiв
можна пояснити тим, що лiнерiаризацiя, отримана
шляхом вiдкидання старших членiв у вираз розкла-
дання швидкостi переходiв у ряд Тейлора, викори-
стання iнтеграла накладання, а також припущення,
що швидкiсть Крамерса не залежить вiд дисперсiї
шуму, є неприпустимим спрощенням.

Таким чином, має мiсце значне розходження мiж
результатами розрахунку дисперсiї шуму, при яко-
му спостерiгається ефект СР, отриманими рiзними
методами, що зумовлює необхiднiсть проведення
подальших дослiджень з метою розробки аналi-
тичного апарату та перевiрки його достовiрностi
чисельними розрахунками.

2 Чисельний розрахунок вiд-
гуку стохастичного резонато-
ра на вплив адитивної су-
мiшi гармонiйного сигналу
ташуму

Результати чисельного моделювання вiдгуку
стохастичного резонатора на вплив адитивної су-
мiшi гармонiйного сигналу та бiлого гаусiвського
шуму наведенi на Pис. 1.

Характеристики вхiдного впливу: частота гар-
монiйного сигналу 𝑓 = 0.125 вiдн. од., вiдношення
сигнал/шум на входi 𝑆𝑁𝑅=3 дБ.

Iстотне збiльшення вихiдного вiдношення си-
гнал/шум проявляється явно в цьому рисунку.

Рис. 1. Видiлення сигналу за допомогою ефекту
СР (червона лiнiя – гармонiйний вхiдний сигнал
з частотою 𝑓 = 0.125 вiдн. од., чорний пунктир –
адитивна сумiш гармонiйного сигналу та бiлого га-
усiвського шуму на входi з дисперсiєю 𝐷=1, синя –

сигнал на виходi стохастичного резонатора)

Амплiтудний спектр вiдгуку наведено на Pис. 2
[22]. Даний рисунок вiдображає важливу особли-
вiсть ефекту СР, яка полягає у збiльшеннi поту-
жностi гармонiйного сигналу. Збагачення вiдгуку
гармонiками є природним результатом нелiнiйного
перетворення. Втiм, очевидним є досягнення мети,
що полягає у забезпеченнi ефективного пригнiчення
шуму [23].

Рис. 2. Амплiтуднi спектри вхiдного сигналу (су-
цiльна лiнiя) та вихiдного сигналу (пунктир)

Зазначимо також, що, як випливає з Pис. 2, сто-
хастичний резонатор працює як низькочастотний
фiльтр [22,23].

3 Розрахунок вiдношення
сигнал/шум на виходi
стохастичного резонатора

Як було сказано вище, найбiльш зручним по-
казником якостi видiлення корисного сигналу є
вiдношення сигнал/шум на виходi. Скориставшись
рiвнянням (2), визначимо залежнiсть вiдношення
сигнал/шум на виходi вiд дисперсiї вхiдного шу-
му 𝐷 (Рис. 3). Залежнiсть має складний характер,
де можна видiлити локальний максимум у точцi
𝐷=0.4, що не вiдповiдає описаним у [12] значенням
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дисперсiї вхiдного шуму при рiзних наближених
розв’язання рiвняння СР.

Рис. 3. Залежнiсть вiдношення сигнал/шум на ви-
ходi стохастичного резонатора (SNRoutput) вiд дис-
персiї вхiдного шуму D (частота вхiдного гармонiч-

ного сигналу 𝑓=0.125 вiдн. од.)

Аналiз часових залежностей та спектрiв сигна-
лiв показав, що на виходi стохастичного резона-
тора присутнi нелiнiйнi спотворення, якi визнача-
ються нелiнiйним процесом перетворення вхiдно-
го сигналу.

Для кiлькiсної оцiнки цих спотворень обчислимо
коефiцiєнт гармонiк [23]

𝑘=

√︀
𝐼22+𝐼23 + 𝐼24 + . . .

𝐼1
,

де 𝐼𝑘 - амплiтуда 𝑘-ої гармонiки.

На Pис. 4 наведено залежнiсть коефiцiєнта гар-
монiк вiд дисперсiї вхiдного шуму. Ця залежнiсть
показує, що за умови реалiзацiї ефекту СР спо-
творення сигналу на виходi є функцiєю дисперсiї
шуму.

Рис. 4. Залежнiсть коефiцiєнта гармонiк вiд диспер-
сiї вхiдного шуму на частотi гармонiйного сигналу

на входi 𝑓=0.125 Гц

Коефiцiєнт гармонiк у цьому випадку має доста-
тньо високе значення. Рис. 3, 4 показують, що коефi-
цiєнт гармонiк та вiдношення сигнал/шум на виходi
пов’язанi мiж собою. Так, при 𝐷 = 0.2 спостерiгає-
ться мiнiмум вихiдного вiдношення сигнал/шум та
максимум коефiцiєнта гармонiк, а при 𝐷 = 0.4 має
мiсце максимум вiдношення сигнал/шум та мiнiмум
коефiцiєнта гармонiк.

Звiдси випливає, що збагачення спектру сигналу
гармонiками еквiвалентно збiльшенню рiвня шуму,
що призводить до зниження вихiдного вiдношен-
ня сигнал/шум. Це пояснюється тим, що гармонiки
входять у шумову компоненту у загальному балансi
енергiї вихiдного коливання.

Висновки

Розглянуто ефект СР, який дозволяє видiлити
слабкий (порiвняно з шумом) сигнал з адитивної
сумiшi сигналу з бiлим шумом.

Аналiз результатiв дослiдження фiзики стоха-
стичного резонансу показав, що теорiя СР не роз-
роблена в повному обсязi. В теорiї СР є низка
аспектiв, що потребують додаткового дослiдження.
Так, аналiтичнi вирази для коефiцiєнта пiдсилення
та вiдношення сигнал/шум на виходi стохастично-
го резонатора отриманi за допомогою ряду набли-
жень: обмеження на амплiтуду сигналу, коли вiдгук
приймається лiнiйним та обмеження на частоту си-
гналу. Проведений порiвняльний аналiз iснуючих
теоретичних пiдходiв щодо розрахунку дисперсiї
вхiдного щуму, за якої вiдбувається ефект СР, ви-
явив розбiжностi у результатах, отриманих рiзними
методами. Використанням чисельного розрахунку
вперше отримано значення 𝐷=0.4, за якого спосте-
рiгається єдиний максимум вiдношення сигнал/шум
на виходi. Показано, що розрахунок вiдношення си-
гнал/шум на виходi потребує аналiзу його частотної
залежностi. Вперше проведено аналiз коефiцiєнта
нелiнiйних спотворень на виходi стохастичного ре-
зонатора. Показано, що мiнiмум викривлень сигна-
лу має мiсце за певного рiвня дисперсiї вхiдного
шуму.

Чисельне моделювання ефекту СР показало та-
кож, що стохастичний резонатор дiє як низькоча-
стотний фiльтр, забезпечуючи в той же час значне
зменшення рiвня вихiдного шуму.
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Using of the Noise as Signal
Enhancement Factor in Nonlinear
System

Chumakov V. I., Kharchenko O. I., Poberezhnyi A. A.

The stochastic resonance (SR) effect is consi-
dered, which makes it possible to stand out a weak signal
from an additive mixture with noise. The strongest effect
is shown to occur at certain well-defined, optimal noi-
se intensity. The term SR was introduced during studies
of the oscillator bistable model, which was proposed to
analyze the glacial periods repeatability on Earth. The
model described the particle motion in a symmetric one-
dimensional bistable potential under the action of periodic
force under strong friction conditions. In subsequent studi-
es, the effect of stochastic resonance was found in many
systems and not only physical. The known results of the
approximate solution of the SR equation are considered.
This equation is solved by two methods: the method of li-
near response and the theory of two states. In these studies,
analytical expressions for the gain and signal-to-noise ratio
are obtained using a number of approximations: restrictions
on the signal amplitude when the response is linear, and
restrictions on the frequency of the signal. In addition,
when comparing the two methods considered, their use to
calculate the noise variance at which the SR effect occurs, is
shown to lead to different results. This necessitates further
research to develop an analytical apparatus and verify its
reliability by numerical calculations. The results of numeri-
cal simulation of the stochastic resonator response on the
influence of an additive mixture harmonic signal and white
Gaussian noise are presented. The enrichment of the output
signal with harmonics and effective noise suppression are
shown. The signal-to-noise ratio at the output numerical
calculation results dependence on the input noise variance
are presented. As it seen the dependence is complex, where
you can select a local maximum at a point that does not
correspond to the known values of the input noise variance
at different approximate solutions of the equation SR. It
is shown that the stochastic resonator acts as a low-pass
filter, while providing a significant reduction in the output
noise level.

Keywords: stochastic resonance; nonlinear equation;
signal to noise ratio

https://iopscience.iop.org/article/10.1088/0305-4470/14/11/006/meta
https://iopscience.iop.org/article/10.1088/0305-4470/14/11/006/meta
https://www.tandfonline.com/doi/abs/10.3402/tellusa.v34i1.10782
https://iopscience.iop.org/article/10.1070/PU1999v042n01ABEH000444/meta
https://pubmed.ncbi.nlm.nih.gov/12503175/
https://journals.aps.org/rmp/abstract/10.1103/RevModPhys.70.223
https://aip.scitation.org/doi/10.1063/1.112838
https://www.e-periodica.ch/cntmng?pid=hpa-001%3A1978%3A51%3A%3A917
https://openarchive.nure.ua/bitstream/document/15053/1/RT_2010_160_247-252.pdf
https://openarchive.nure.ua/bitstream/document/15053/1/RT_2010_160_247-252.pdf
https://openarchive.nure.ua/bitstream/document/15053/1/RT_2010_160_247-252.pdf
https://www.allaboutcircuits.com/technical-articles/the-importance-of-total-harmonic-distortion/
https://www.allaboutcircuits.com/technical-articles/the-importance-of-total-harmonic-distortion/

	Вступ
	Відомі результати наближеного розв’язання рівняння СР
	Теорія двох станів
	Теорія лінійного відгуку

	Чисельний розрахунок відгуку стохастичного резонатора на вплив адитивної суміші гармонійного сигналу ташуму
	Розрахунок відношення сигнал/шум на виході стохастичного резонатора
	Висновки
	Перелік посилань
	References

