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В роботi представлено новi математичнi моделi та методи обробки сигналiв, сформованi пiд впливом
корельованих ексцесних негаусових завад, якi широко зустрiчаються в телекомунiкацiйних системах,
радiолокацiйних пристроях, засобах технiчного контролю та iнших прикладних системах. Основою
побудови запропонованого пiдходу є моментно-кумулянтне представлення випадкових процесiв, що
дозволяє описати не лише базовi статистичнi характеристики дослiджуваних сигналiв, але й урахувати
вплив негаусових параметрiв, зокрема коефiцiєнта ексцесу та кореляцiйних зв’язкiв мiж вибiрковими
значеннями. Такий пiдхiд є актуальним у випадках, коли традицiйнi та широкого вживанi гаусовi
моделi не забезпечують належної точностi опису дослiджуваних процесiв, а побудова повної багатови-
мiрної PDF є надмiрно складною або неможливою з практичної точки зору.
Запропоновано методи синтезу полiномiальних стохастичних розв’язувальних правил (РП), якi форму-
ються на основi модифiкованого моментного критерiю якостi для оцiнки верхнiх границь ймовiрностей
помилок у задачах статистичного виявлення сигналiв. Побудовано як лiнiйнi, так i нелiнiйнi РП для
рiзних степенiв полiномiв, що дає змогу адаптувати модель до рiзних типiв завадових умов. Дослiджено
вплив коефiцiєнта ексцесу та параметрiв кореляцiї на ефективнiсть виявлення сигналiв. Показано,
що використання статистик вищих порядкiв та нелiнiйна обробка вибiркових значень призводить
до зменшення ймовiрностей помилок першого та другого роду РП. Запропонованi моделi та методи
виявлення сигналiв можуть бути iнтегрованi в iнтелектуальнi системи обробки iнформацiї, а також
використанi для розробки адаптивних алгоритмiв виявлення в реальному часi.
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Вступ

У сучасних умовах розвитку систем управлiння,
дiагностики та монiторингу зростає необхiднiсть у
створеннi високоточних методiв виявлення сигналiв
на фонi складних завадових умов. Аналiз лiтератур-
них джерел демонструє, що у багатьох практичних
ситуацiях характеристики завад, якi впливають на
корисний сигнал, суттєво вiдрiзняються вiд широко
вживаних гаусових моделей, демонструючи асиме-
трiю, високий ексцес i статистичну залежнiсть ви-
бiркових значень, що призводить до iстотного зни-
ження ефективностi традицiйних методiв обробки
сигналiв [1–3].

Особливої уваги потребують випадки, коли за-
вади є ексцесними та мають складнi статисти-
чнi характеристики, що не пiдпорядковуються нор-
мальному закону розподiлу. Ексцеснi моделi за-
вад характеризуються наявнiстю «важких» хвостiв
розподiлу, що свiдчить про пiдвищену ймовiрнiсть
появи вибiркових значень, значно вiддалених вiд
середнього. Такi завади є типовими для задач, де

присутнi iмпульснi завади або флуктуацiї великої
амплiтуди, зокрема в радiолокацiйних системах,
при передачi даних у перевантажених мережах то-
що. Найбiльш уживаними розподiлами для моделю-
вання ексцесних завад є розподiли Кошi, Лапласа,
узагальнений розподiл Гаусса (Generalized Gaussian

Distribution, GGD) та iн., якi здатнi описувати про-
цеси з високим ексцесом навiть за умови симетрiї
або помiрної асиметрiї [4–7]. У таких моделях тра-
дицiйне припущення про нормальнiсть розподiлу не
лише втрачає ефективнiсть, а й може призводити
до суттєвих помилок виявлення або класифiкацiї
сигналiв, що зумовлює потребу у спецiалiзованих
пiдходах до обробки даних, здатних враховувати
властивостi та характеристики середовища [7–12].

У таких складних завадових умовах обробки
сигналiв застосування щiльностi ймовiрностi розпо-
дiлу (probability density function – PDF), як базо-
вої моделi виявлення сигналiв, обмежується висо-
кою алгоритмiчною та обчислювальною складнiстю
[11, 12]. Альтернативним пiдходом є використання
моментно-кумулянтного опису випадкових проце-
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сiв, який дозволяє компактно представити негаусовi
процеси та створити ефективнi методи статистично-
го аналiзу [11–15].

Упродовж останнiх рокiв значну увагу дослiдни-
кiв привертає альтернативний пiдхiд до моделюван-
ня i обробки негаусових випадкових процесiв, який
базується на використаннi моментiв та кумулянтiв
— так званих статистик вищих порядкiв (higher-
order statistics, HOS), якi дозволяють враховувати
не лише середнє та дисперсiю, а й асиметрiю та
ексцес розподiлу дослiджуваних випадкових про-
цесiв [16–20]. Цей пiдхiд демонструє ефективнiсть
при описi статистичних характеристик випадкових
величин, що не пiдпорядковуються нормальному
закону розподiлу. Кумулянти, на вiдмiну вiд кла-
сичних моментiв, мають чiткий фiзичний змiст i
дозволяють кiлькiсно оцiнювати ступiнь вiдхилення
розподiлу вiд гаусового. Завдяки цьому забезпечу-
ється бiльш адекватне представлення негаусових
процесiв та покращується точнiсть їхнього аналiзу.
Особливу увагу придiлено полiномiальним прави-
лам прийняття рiшень, якi формуються без вико-
ристання точного вигляду PDF, але з урахуванням
моментiв i кумулянтiв заданого порядку [11–15].
Це забезпечує гнучкiсть моделей та їх придатнiсть
до реалiзацiї в умовах невизначеностi статистичних
характеристик завад.

Застосування такого пiдходу створює умови для
зниження обчислювальної складностi при реалiза-
цiї алгоритмiв виявлення та iдентифiкацiї сигна-
лiв, а також дозволяє враховувати як адитивнi,
так i мультиплiкативнi типи впливу завад негау-
сового характеру. Особливо важливою є здатнiсть
цього пiдходу моделювати кореляцiйну залежнiсть
мiж компонентами негаусових процесiв, що не зав-
жди можливо у рамках традицiйного кореляцiйно-
го аналiзу. У цiлому, моментно-кумулянтний опис
забезпечує збалансовану точнiсть i обчислювальну
ефективнiсть при моделюваннi негаусових сигналiв,
перевершуючи класичнi пiдходи за умов статисти-
чної складностi [14].

Методи обробки сигналiв, що спираються на ста-
тистики вищих порядкiв, активно застосовуються
у системах прийому даних, якi функцiонують в
умовах iнтенсивного зашумлення каналiв зв’язку. У
таких випадках класичнi методи часто виявляються
непридатними або надмiрно ресурсоємними, тодi як
HOS-методи дозволяють досягти високої точностi
при розумнiй обчислювальнiй складностi [16–18].

Метою роботи є пiдвищення ефективностi си-
стем виявлення сигналiв в умовах адитивної вза-
ємодiї з корельованими ексцесними негаусовими
завадами, що досягається через розробку нових
моментно-кумулянтних моделей вищих порядкiв
для опису випадкових негаусових процесiв, син-
тез нелiнiйних розв’язувальних правил, якi є опти-
мальними за модифiкованим моментним критерiєм
якостi перевiрки статистичних гiпотез, що дає до-

датковi можливостi для створення нових методiв та
комп’ютерних засобiв виявлення сигналiв в скла-
дних завадових умовах.

1 Математичнi моделi корельо-

ваних ексцесних негаусових

процесiв на основi HOS

У низцi прикладних задач обробки сигналiв
надзвичайно важливим є урахування кореляцiйних
зв’язкiв мiж вибiрковими значеннями випадкових
процесiв 𝜉(𝑡). Це дозволяє точнiше моделювати ре-
альну поведiнку сигналiв, якi формуються пiд впли-
вом зовнiшнiх або внутрiшнiх залежних факторiв.
Для таких задач традицiйно застосовується багато-
вимiрна функцiя щiльностi ймовiрностi (MD PDF –

MultiDimensional Probability Density Function), яка
дає повний статистичний опис залежностей мiж
змiнними:

𝑓𝜉1,𝜉2,...,𝜉𝑛(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) =

=
1

(2𝜋)
𝑛
2 |Σ| 12

exp

(︂
−1

2
XT|Σ|−1X

)︂
, (1)

де Σ — матриця коварiацiй мiж випадковими вели-
чинами, X – вектор значень цих величин.

Проте, коли йдеться про негаусовi дослiджува-
нi процеси, побудова та оцiнка багатовимiрної PDF
стає надзвичайно складною через вiдсутнiсть ана-
лiтичних виразiв, складну параметризацiю та ви-
соку обчислювальну складнiсть. Альтернативним
шляхом подолання цих обмежень є застосування
HOS. Замiсть повної побудови багатовимiрної щiль-
ностi MD PDF, HOS дозволяє описати основнi
характеристики випадкових процесiв через момен-
ти та кумулянти до заданого порядку. Цей пiдхiд
є ефективним у випадках, коли розподiл даних
невiдомий або складний, але потрiбно врахувати
асиметрiю, ексцес i залежностi мiж компонентами.
HOS-представлення значно знижує обчислюваль-
ну складнiсть порiвняно з повноцiнною PDF i дає
змогу будувати розв’язувальнi правила (РП), якi
ефективно працюють навiть при частково вiдомiй
статистицi.

У цьому контекстi двовимiрнi моментно-
кумулянтнi моделi (2D-HOS) виступають як пер-
спективна альтернатива традицiйним MD PDF-
орiєнтованим методам. Такi моделi базуються на
аналiзi сумiсних моментiв i кумулянтiв двох ви-
падкових величин, що дає змогу оцiнювати ступiнь
їхньої статистичної залежностi та вiдхилення вiд
гаусової поведiнки.

Представлення одновимiрних (1D) та двовимiр-
них (2D) PDF через моментно-кумулянтний опис
випадкових процесiв виглядає таким чином. Напри-
клад, 1D моменти𝑚𝑖 порядка 𝑖 випадкової величини
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𝜉 визначаються за допомогою PDF 𝑝(𝜉)

𝑚𝑖 = 𝐸
(︀
𝜉𝑖
)︀
=

∫︁ ∞

−∞
𝜉𝑖𝑝(𝜉)𝑑𝑥, (2)

та для негаусових статистично незалежних випад-
кових величин (iз нульовим середнiм значенням i
дисперсiєю 𝜒2) залежнiсть мiж початковими момен-
тами 𝑚𝑖 та кумулянтами 𝜒𝑖 до четвертого порядку
описується таким чином [11,12]:

𝑚1 = 0, 𝑚2 = 𝜒2, 𝑚3 = 𝜒3, 𝑚4 = 𝜒4 + 3𝜒2
2, (3)

де для гаусових процесiв кумулянтнi коефiцiєнти
третього та вищих порядкiв (𝜒3, 𝜒4, . . . ) дорiвнюють
нулю.

Застосування сумiсних, або 2D-HOS моделей ви-
падкових процесiв, дозволяє описати не тiльки сте-
пiнь негаусовостi випадкових процесiв, але i їхнi
кореляцiйнi властивостi. Для цього надамо визначе-
ння сумiсним моментам двох випадкових величин,
якi виражають статистичний зв’язок мiж двома ви-
бiрковими величинами дослiджуваного випадкового
процесу.

Визначення 1. Сумiсним моментом двох випад-
кових величин 𝜉 i 𝜂 розмiрностi (𝑖𝑗) буде величина,
що виражається як математичне сподiвання добу-
тку 𝑖-го степеня випадкової величини 𝜉 та 𝑗-го
степеня випадкової величини 𝜂:

𝑚
(𝜉,𝜂)
𝑖𝑗 = 𝐸𝜉𝑖𝜂𝑗 =

∫︁ +∞

−∞
𝑥𝑖𝑦𝑗𝑝(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦, (4)

де 𝑝(𝑥, 𝑦) – сумiсний розподiл випадкових величин
𝜉 та 𝜂.

В цьому випадку, для опису статистичного
зв’язку мiж двома вибiрковими значеннями будуть
використовуватися сумiснi моменти𝑚𝑖𝑗 та кумулян-
ти 𝜒𝑖𝑗 розмiрностi (𝑖𝑗), якi до 4-го порядку мають
такий вид [14]:

𝑚11 = 𝜒11, 𝑚12 = 𝜒12, 𝑚13 = 𝜒13 + 3𝜒2𝜒11,

𝑚22 = 𝜒22 + 𝜒2
2 + 2𝜒2

11.
(5)

Використання сумiсних кумулянтiв другого, тре-
тього та четвертого порядкiв дозволяє описати як
лiнiйнi (коварiацiйнi), так i нелiнiйнi зв’язки мiж
вибiрковими значеннями. Це особливо актуально в
умовах, де сигнали є корельованими, але мають
складну внутрiшню структуру, яка не може бути
вiдтворена за допомогою лише перших двох момен-
тiв.

Завдяки своїй структурi, 2D-HOS моделi забез-
печують баланс мiж аналiтичною зручнiстю та аде-
кватнiстю опису реальних процесiв. Вони дозволя-
ють реалiзовувати обчислювально ефективнi алго-
ритми, якi здатнi враховувати як негаусову природу
завад, так i їхню взаємну залежнiсть. Таким чином,
застосування двовимiрного моментно-кумулянтного
пiдходу можна розглядати як ефективний iнстру-
мент для моделювання складних завадових середо-
вищ i пiдвищення достовiрностi прийнятих рiшень.

У сучаснiй теорiї випадкових процесiв для опи-
су негаусових розподiлiв зi складною структурою

широко використовується поняття перфорованих
випадкових величин [11, 12]. Такi величини пред-
ставляють собою випадковi процеси, чий статисти-
чний опис здiйснюється неповним набором моментiв
або кумулянтiв, тобто лише тiєю їх частиною, яка
вiдображає ключовi властивостi розподiлу. Це до-
зволяє зменшити обчислювальне навантаження без
суттєвої втрати точностi моделювання. Перфорова-
нi моделi є зручними в задачах, де повна рекон-
струкцiя багатовимiрного розподiлу неможлива або
недоцiльна, наприклад, у випадках обмеженого об-
сягу вибiрки, складної форми PDF або за умов обме-
женого доступу до даних. Завдяки такому пiдходу
можна сфокусуватись на найважливiших статисти-
чних характеристиках, таких як кумулянти певного
порядку, що найбiльше впливають на ефективнiсть
прийняття рiшень у системах обробки сигналiв.

Класифiкацiя негаусових випадкових величин
за їх кумулянтною структурою дозволяє видiли-
ти асиметричнi, ексцеснi та асиметрично-ексцеснi
типи. Асиметричнi випадковi величини характери-
зуються наявнiстю ненульових кумулянтiв третього
та iнших непарного порядку, що свiдчить про вiд-
хилення розподiлу вiд симетрiї. Ексцеснi — мають
пiдвищенi кумулянти четвертого та iнших парних
порядкiв, що вказує на важкi хвости та бiльшу ймо-
вiрнiсть екстремальних вiдхилень. Найскладнiшими
є асиметрично-ексцеснi величини, для яких одноча-
сно вiдмiнними вiд нуля є як кумулянти непарного,
так i парного порядкiв. Такi процеси потребують
спецiалiзованих моделейi є типовими для реальних
сигналiв у складних завадових умовах.

Вибiр кореляцiйних функцiй є важливим еле-
ментом при дослiдженнi статистичних зв’язкiв ви-
падкових процесiв. Такий перелiк функцiй є досить
великим, разом з тим видiленi деякi найбiльш по-
ширенi кореляцiйнi функцiї, якi мають своє засто-
сування в багатьох додатках:

𝜌𝜉(𝜏) = 𝜎2𝑒−𝐴|𝜏 |, 𝜌𝜉(𝜏) = 𝜎2𝑒−𝐴|𝜏 |(1 +𝐴|𝜏 |),
𝜌𝜉(𝜏) = 𝜎2𝑒−𝐴|𝜏 |(1−𝐴|𝜏 |),

𝜌𝜉(𝜏) = 𝜎2𝑒−𝐴|𝜏 |
(︂
1 +𝐴|𝜏 |+ 𝐴2𝜏2

3

)︂
,

𝜌𝜉(𝜏) = 𝜎2𝑒−𝐴|𝜏 |
(︂
cos𝐵𝜏 +

𝐴

𝐵
sin𝐵|𝜏 |

)︂
,

𝜌𝜉(𝜏) = 𝜎2𝑒−𝐴|𝜏 | cos𝐵𝜏,

𝜌𝜉(𝜏) = 𝜎2𝑒−𝐴|𝜏 |
(︂
cos𝐵𝜏 − 𝐴

𝐵
sin𝐵|𝜏 |

)︂
,

(6)

де 𝜏 = |𝑡𝑣 − 𝑡𝑘| – кореляцiйний iнтервал, який при
врахуваннi статистичних зв’язкiв менший iнтервалу
кореляцiї 𝜏 = |𝑡𝑣 − 𝑡𝑘| ≤ 𝜏кор, 𝑣, 𝑘 = 1, 𝑛; 𝜏кор –
час кореляцiї; 𝜎2 = 𝜌𝜉(0) – дисперсiя дослiджувано-
го випадкового процесу; 𝐴,𝐵 > 0 – масштабуючi
коефiцiєнти, якi визначають статистичнi зв’язки
мiж вибiрковими значеннями. Часове представлен-
ня деяких кореляцiйних функцiй (6) вiд параметрiв
кореляцiї представлено на Pис. 1.
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(a) (б)

Рис. 1. Залежнiсть кореляцiйних функцiй 𝜌𝜉(𝜏) з параметрами масштабування «𝐴»
вiд iнтервалу кореляцiї tau (𝜏): (а) 𝐴=0.1; (б) 𝐴=1.0.

Розглянемо поняття ексцесних корельованих ви-
падкових величин, представлених у термiнах HOS

та 1D i 2D моментно-кумулянтних моделей.
Визначення 2. Ексцесними статистично зале-

жними випадковими величинами будемо називати
такi, для яких вiдмiнними вiд нуля будуть 𝜒2 i 𝜒4, а
також сумiснi кумулянти 𝜒04, 𝜒11, 𝜒31, 𝜒22, 𝜒13, 𝜒40,
а всi iншi кумулянти третього i вище четвертого по-
рядкiв, а також сумiснi кумулянти вище четвертого
порядку дорiвнюють нулю. Тодi початковi моменти
до шостого порядку включно запишуться як:

𝛼1 = 𝜒1, 𝛼2 = 𝜒2, 𝛼3 = 0, 𝛼4 = 𝜒4 + 3𝜒2
2,

𝛼5 = 0, 𝛼6 = 15𝜒2𝜒4 + 15𝜒3
2 . . . .

(7)

Представимо зв’язок сумiсних моментiв з сумi-
сними кумулянтами таким чином:

𝑚
(𝑣,𝑘)
11 = 𝜒11 = 𝜒2 · 𝜌(𝑣,𝑘), 𝑚

(𝑣,𝑘)
12 = 𝜒12 = 0,

𝑚
(𝑣,𝑘)
13 = 𝛾4𝜒

2
11 + 3𝜒2𝜒11,

𝑚
(𝑣,𝑘)
22 = 𝜒2

2

(︁
𝛾4𝜌

(𝑣,𝑘)2 + 1 + 2𝜌(𝑣,𝑘)
2
)︁
, . . . ,

(8)

де 𝜌(𝑣,𝑘) – кореляцiйна функцiя заданого виду мiж
𝑣-м i 𝑘-м вибiрковими значеннями, представлена в
(6).

На базi розроблених математичних моделей, що
описують корельованi ексцеснi негаусовi процеси,
сформовано новi пiдходи до виявлення сигналiв, якi
ґрунтуються на застосуваннi модифiкованого мо-
ментного критерiю якостi перевiрки статистичних
гiпотез. Запропонованi методи принципово вiдрiзня-
ються вiд традицiйних, оскiльки враховують тонку
структуру статистичних залежностей через викори-
стання багатовимiрних моментно-кумулянтних ха-
рактеристик вищих порядкiв (HOS). Зазначена ме-
тодологiя слугуватиме основою для побудови полi-
номiальних стохастичних правил прийняття рiшень,
орiєнтованих на ефективне виявлення сигналiв на
фонi корельованих ексцесних негаусових завад.

2 Застосування модифiковано-

го моментного критерiю яко-

стi перевiрки статистичних гi-

потез для побудови полiномi-

альних РП

Нехай на iнтервалi часу (0, 𝑇 ) спостерiгаються
випадковi сигнали 𝜉(𝑡). Необхiдно синтезувати ал-
горитми обробки сигналiв 𝜉(𝑡), якi дозволять визна-
чити наявнiсть корисного сигналу 𝑠(𝑡) (реалiзується
гiпотеза 𝐻1), або ж його вiдсутнiсть, коли випад-
ковi сигнали 𝜉(𝑡) складаються лише iз завади 𝜂(𝑡)
(реалiзується гiпотеза 𝐻0). У цьому випадку 𝜉(𝑡) =
𝑠(𝑡) + 𝜂(𝑡), де 𝜂(𝑡) – стацiонарний корельований
негаусовий ексцесний випадковий процес, який опи-
сується набором 1D i 2D кумулянтiв та початкових
моментiв.

Будемо вважати, що при реалiзацiї гiпоте-
зи 𝐻1 множина початкових моментiв має ви-

гляд –
(︁
𝑚

(𝑣)
𝑖 , 𝑚

(𝜏)
𝑖𝑗

)︁
, а при реалiзацiї гiпотези 𝐻0 –(︁

𝑢
(𝑣)
𝑖 , 𝑢

(𝜏)
𝑖𝑗

)︁
, де

{︁
𝑢
(𝑣)
𝑖 , 𝑚

(𝑣)
𝑖

}︁
– 1D моменти в момент

часу 𝑡𝑣 порядку 𝑖 та
{︁
𝑢
(𝜏)
𝑖𝑗 , 𝑚

(𝜏)
𝑖𝑗

}︁
– 2D сумiснi мо-

менти розмiрностi (𝑖𝑗) при реалiзацiї гiпотези 𝐻0 i
𝐻1 вiдповiдно.

При дискретизацiї сигналу 𝜉(𝑡) отримана вибiрка
буде мати вид X = {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛} в моменти часу
𝑡𝑣, де реалiзацiя гiпотез 𝐻0 та 𝐻1 запишеться як:

𝐻1 : 𝜉𝑣 = 𝑠𝑣(𝛼𝑘) + 𝜂𝑣

(︁
𝛾𝑘, 𝜒

(𝜏)
𝑖𝑗

)︁
,

𝐻0 : 𝜉𝑣 = 𝜂𝑣

(︁
𝛾𝑘, 𝜒

(𝜏)
𝑖𝑗

)︁
, 𝑣 = 1, 𝑛,

(9)

де 𝑠𝑣(𝛼𝑘) – сигнал, який описується параметрами

𝛼𝑘, 𝜂𝑣

(︁
𝛾𝑘, 𝜒

(𝜏)
𝑖𝑗

)︁
– ексцесна негаусова випадкова ве-

личина, яка описується послiдовнiстю кумулянтiв

𝜒
(𝜏)
𝑖𝑗 та кумулянтних коефiцiєнтiв 𝛾𝑘.
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Як вiдомо, оптимальний Байєсiвський алгоритм
виявлення сигналiв має мiнiмiзувати середнiй ризик
[4, 5]. Тодi достатня статистика при перевiрцi гiпо-
тез, визначається як вiдношення правдоподiбностi:

Λ(X) = 𝑃 (X|𝐻1)/𝑃 (X|𝐻0). (10)

У бiльшостi випадкiв вiдношення правдоподiб-
ностi (10) ефективно застосовується для випадкiв,
коли ймовiрнiснi характеристики процесiв описую-
ться нормальними законами розподiлу, що забезпе-
чує його просту iнтерпретацiю та реалiзацiю. Проте,
коли мова йде про негаусовi та корельованi випадко-
вi процеси, практичне використання такого пiдходу
стикається зi значними труднощами. Це пов’язано
як iз невизначенiстю форми PDF, параметрiв, а
також зi складнiстю реалiзацiї обчислювальних про-
цедур. У зв’язку з цим виникає потреба у вико-
ристаннi альтернативних методiв, якi б дозволили
обiйти цi обмеження. Одним iз таких рiшень є апро-
ксимацiя виразу (10) за допомогою степеневої полi-
номiальної функцiї. Зокрема, пропонується розклад
логарифму вiдношення правдоподiбностi у вигля-
дi стохастичного ряду, що в свою чергу, дозволяє
синтезувати РП, оптимальнi за обраним моментним
критерiєм якостi [15]. Такий пiдхiд позбавляє необ-
хiдностi застосовувати PDF, натомiсть використо-
вує узагальненi статистичнi характеристики, такi як
математичне сподiвання та дисперсiю РП.

Отриманi напрацювання демонструють позитив-
ний результат синтезу полiномiальних РП, опти-
мальних за моментним критерiєм якостi верхнiх
границь ймовiрностей помилок перевiрки статисти-
чних гiпотез, або коротко критерiєм 𝐾𝑢 [13, 15].
Врахування параметрiв негаусового розподiлу до-
слiджуваного процесу та нелiнiйна обробка вибiр-
кових значень може суттєво зменшити ймовiрностi
помилок першого та другого роду синтезованих РП
у порiвняннi з добре вiдомими результатами для
гаусових моделей випадкових процесiв.

Для ефективного виявлення сигналiв у середо-
вищi корельованих негаусових завад виникає по-
треба в проведеннi додаткових дослiджень, орiєнто-
ваних на врахування статистичної залежностi мiж
елементами вибiрки дослiджуваного процесу. З цiєю
метою необхiдно так змiнити пiдхiд до побудови РП,
щоб з одного боку, забезпечити вiдображення коре-
ляцiйних зв’язкiв, властивих негаусовим процесам,
а з iншого — зберегти i максимально реалiзувати
переваги застосування моментного критерiю якостi
𝐾𝑢, який дозволяє оцiнити ефективнiсть РП без
використання повної ймовiрнiсної моделi.

Нехай на заданому iнтервалi спостереження є
𝑛 статистично залежних випадкових величин X =
{𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛}. Скористаємося пiдходом, коли ло-
гарифм вiдношення правдоподiбностi (10), за тео-
ремою Вейєрштраса, для 𝑛 статистично залежних
випадкових величин представляється у виглядi ря-
ду для функцiї багатьох змiнних. В цьому випадку

iснують такi коефiцiєнти, що логарифм вiдношення
правдоподiбностi можна представити як:

ln
𝑃 (X|𝐻1)

𝑃 (X|𝐻0)
= 𝑘0 +

𝑛∑︁
𝑣=1

∞∑︁
𝑖=1

𝑘
(𝜏)
(𝑣)𝑖𝑥

𝑖
(𝑣)+

+

𝑛∑︁
𝑣=1

𝑛∑︁
𝑝=2

∞∑︁
𝑖=1

∞∑︁
𝑗=1

𝑘
(𝜏)
(𝑣,𝑝)𝑖,𝑗𝑥

𝑖
(𝑣)𝑥

𝑗
(𝑝) + . . . . (11)

У виразi (11) можна бачити, що окрiм першого
доданку у виглядi суми певних степенiв самої змiн-
ної iз заданими коефiцiєнтами, фiгурують також
комбiнацiї добуткiв змiнної з рiзними степенями,
що дозволяє враховувати статистичнi зв’язки мiж
випадковими величинами. Разом з тим вiдмiтимо,
що такий пiдхiд не визначає методiв знаходження
самих невiдомих коефiцiєнтiв такого ряду. Таким
чином, ряд (11) будемо використовувати як РП для
розрiзнення статистичних гiпотез, де невизначенi
коефiцiєнти знаходяться з умови екстремуму (мiнi-
муму чи максимуму) вибраного критерiю якостi.

При розв’язаннi практичних задач доцiльно ви-
користовувати не ряди, а полiноми iз заданою кiль-
кiстю членiв 𝑠 в (11), якi в загальному випадку не
можуть дорiвнювати логарифму вiдношення прав-
доподiбностi. Разом з тим, певна кiлькiсть доданкiв
в такому полiномi надасть можливiсть наближен-
ня до логарифма вiдношення правдоподiбностi, i
найпростiшим таким наближенням буде наявнiсть
в полiномi перших двох доданкiв:

Λ(X)
(𝜏)
(𝑠𝑛) = 𝑘

(𝜏)
0 +

𝑠∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑣=1

𝑘
(𝜏)
𝑖𝑣 𝑥𝑖

𝑣

𝐻1

>

<

𝐻0

0, (12)

де невiдомi коефiцiєнти 𝑘
(𝜏)
0 i 𝑘

(𝜏)
𝑖𝑣 повиннi мати та-

кi властивостi, щоб врахувати статистичнi зв’язки
(𝜏) мiж дослiджуваними вибiрковими значеннями i
визначатися iз заданого критерiю якостi перевiрки
статистичних гiпотез.

Нехай РП для перевiрки статистичних гiпотез
представлено в наступнiй формi:

Λ(X) = 𝛾(X)− 𝑘0

𝐻1

>

<

𝐻0

0, (13)

де 𝛾(X) є функцiєю вибiркових значень з вибiрки X
та коефiцiєнт 𝑘0 обраний з наступних умов

𝑀0 = 𝐸[Λ(X)|𝐻0] =

∫︁ ∞

−∞
Λ(X)𝑝(X|𝐻0)Π𝑑𝑥 < 0,

𝑀1 = 𝐸[Λ(X)|𝐻1] =

∫︁ ∞

−∞
Λ(X)𝑝(X|𝐻1)Π𝑑𝑥 ≥ 0.
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Тодi, вiдповiдно до нерiвностi Чебишева, ймовiр-
нiсть помилок першого та другого роду РП запише-
ться таким чином:

𝛼 = 𝑃 [Λ(X) ≥ 0|𝐻0] ≤ 𝐺0/𝑀
2
0 = 𝛼0,

𝛽 = 𝑃 [Λ(X) < 0|𝐻1] ≤ 𝐺1/𝑀
2
1 = 𝛽0,

(14)

де 𝐺𝑖(𝛾) =
∫︀∞
−∞[𝑓(X) − 𝑀𝑖]

2𝑝(X|𝐻𝑖)Π𝑑𝑥 – диспер-
сiя розв’язувальної функцiї 𝛾(𝑋) при гiпотезi та
альтернативi 𝐻𝑖, 𝑖 = 0, 1.

Тодi сума ймовiрностi помилок першого та дру-
гого роду виразиться таким чином

𝐹 (𝛼, 𝛽) = 𝛼+ 𝛽 ≤ 𝛼0 + 𝛽0 =
𝐺0

𝑀2
0

+
𝐺1

𝑀2
1

= Φ(𝐺,𝑀).

(15)
Для зазначених виразiв 𝑀0 та 𝑀1 коефiцiєнт 𝑘0

визначимо як:

𝑘0 = 0.5(𝐸0 + 𝐸1), (16)

де 𝐸𝑖(𝛾) = 𝐸[𝛾(X)|𝐻𝑖] – математичне очiкування
розв’язувальної функцiї 𝛾(X) (13) при гiпотезi та
альтернативi 𝐻𝑖, 𝑖 = 0, 1.

Тодi, функцiя Φ(𝐺,𝑀) (15) для таких коефiцiєн-
тiв 𝑘0 (16) отримає таку форму

Φ(𝐺,𝑀) = 4𝐾𝑢(𝐺,𝐸),

де

𝐾𝑢(𝐸,𝐺) =
(︀
𝐺0(𝑠𝑛) +𝐺1(𝑠𝑛)

)︀⧸︀ (︀
𝐸1(𝑠𝑛) − 𝐸0(𝑠𝑛)

)︀2
.

(17)
Моментний критерiй якостi (17) тiсно

пов’язаний iз класичними ймовiрнiсними критерiя-
ми, i має прозорий фiзичний змiст. Найкращим буде
таке полiномiальне РП, для якого сума дисперсiй
𝐺𝑖(𝑠𝑛) РП при гiпотезi та альтернативi будуть
мiнiмальними, а вiдстань мiж математичними
очiкуваннями 𝐸𝑖(𝑠𝑛), 𝑖 = 0, 1, буде максимальною.

Для опрацювання корельованих негаусових про-
цесiв необхiдно так внести змiни у формування мо-
ментного критерiю якостi перевiрки статистичних
гiпотез, щоб врахувати статистичнi зв’язки вибiрко-
вих значеннь та їх негаусовий розподiл. Для цього
пропонується використати сумiснi моменти та ку-
мулянти рiзних порядкiв, математичнi моделi яких
отриманi вище (7), (8). Легко показати, що коє-

фiцiєнти 𝑘
(𝜏)
0 i 𝑘

(𝜏)
𝑖𝑣 РП (12) будуть враховувати

кореляцiйнi залежностi вибiркових значень, оскiль-
ки залежать як вiд 1D, так i вiд 2D початкових

моментiв. Тодi математичне сподiвання 𝐸
(𝜏)
𝑖(𝑠𝑛) та

дисперсiя 𝐺
(𝜏)
𝑖(𝑠𝑛) РП (12) будуть залежати вiд су-

мiсних моментiв i кумулянтiв та мають вид:

𝐸
(𝜏)
0(𝑠𝑛) =

𝑛∑︁
𝑣=1

𝑠∑︁
𝑖=1

𝑘
(𝜏)
𝑖𝑣 𝑢𝑖𝑣,

𝐸
(𝜏)
1(𝑠𝑛) =

𝑛∑︁
𝑣=1

𝑠∑︁
𝑖=1

𝑘
(𝜏)
𝑖𝑣 𝑚𝑖𝑣,

(18)

𝐺
(𝜏)
0(𝑠𝑛) =

𝑛∑︁
𝑣=1

𝑠∑︁
𝑖=1

𝑠∑︁
𝑗=1

𝑘
(𝜏)
𝑖𝑣 𝑘

(𝜏)
𝑗𝑣 𝐹

(𝜏)
(𝑖𝑗)𝑣(𝐻0),

𝐺
(𝜏)
1(𝑠𝑛) =

𝑛∑︁
𝑣=1

𝑠∑︁
𝑖=1

𝑠∑︁
𝑗=1

𝑘
(𝜏)
𝑖𝑣 𝑘

(𝜏)
𝑗𝑣 𝐹

(𝜏)
(𝑖𝑗)𝑣(𝐻1),

(19)

де

𝐹
(𝜏)
(𝑖𝑗)𝑣(𝐻0) = 𝑢

(𝜏)
(𝑖𝑗) − 𝑢

(𝑣)
𝑖 𝑢

(𝑘)
𝑗 ,

𝐹
(𝜏)
(𝑖𝑗)𝑣(𝐻1) = 𝑚

(𝜏)
(𝑖𝑗) −𝑚

(𝑣)
𝑖 𝑚

(𝑘)
𝑗 .

(20)

У цьому випадку визначення кореляцiйних мо-
ментiв (20) залежать не лише вiд одномiрних мо-

ментiв 𝑢
(𝑣)
𝑖 та 𝑚

(𝑣)
𝑖 , але й вiд двовимiрних (2D)

або сумiсних моментiв 𝑢
(𝜏)
(𝑖𝑗) and 𝑚

(𝜏)
(𝑖𝑗) (8) для гiпо-

тез 𝐻0 та 𝐻1 вiдповiдно. Очевидно, що оптимальнi

коефiцiєнти 𝑘
(𝜏)
(𝑖𝑣) полiномiального РП (12) мають

бути визначенi в такий спосiб, щоб мiнiмiзувати су-
му ймовiрностей помилок першого та другого роду
РП (15), або знаходитися з мiнiмуму наступного
функцiоналу, який вiдрiзняється вiд (17) i враховує
статистичнi зв’язки вибiркових значень:

𝐾𝑢
(︁
𝐸(𝜏), 𝐺(𝜏)

)︁
=
(︁
𝐺

(𝜏)
0(𝑠𝑛)+𝐺

(𝜏)
1(𝑠𝑛)

)︁⧸︁(︁
𝐸

(𝜏)
1(𝑠𝑛)−𝐸

(𝜏)
0(𝑠𝑛)

)︁2

.

(21)
Показано, що мiнiмальне значення критерiю

𝐾𝑢
(︀
𝐸(𝜏),𝐺(𝜏)

)︀
(21) отримується для таких опти-

мальних коефiцiєнтiв 𝑘
(𝜏)
𝑖𝑣 , якi знаходяться з такої

системи рiвнянь:

𝑠∑︁
𝑗=1

𝑘
(𝜏)
𝑖𝑣

(︁
𝐹

(𝜏)
(𝑖𝑗)𝑣(𝐻0)+𝐹

(𝜏)
(𝑖𝑗)𝑣(𝐻1)

)︁
= 𝑚

(𝑣)
𝑖 −𝑢

(𝑣)
𝑖 ,

𝑣 = 1, 𝑛, 𝑖 = 1, 𝑠.

(22)

Для розв’язання системи рiвнянь (22) викори-
стовують доповнення Шура для обробки блокових
матриць.

Визначення 3. Нехай функцiонал𝐾𝑢(𝐸(𝜏),𝐺(𝜏))
(21) буде визначений як моментний критерiй якостi
перевiрки статистичних гiпотез для статистично за-
лежних вибiркових значень у виглядi РП виду (12).

Нехай отриманi оптимальнi коефiцiєнти РП 𝑘
(𝜏)
0 i

𝑘
(𝜏)
𝑖𝑣 , якi мiнiмiзують праву частину рiвняння (21),
визначають цей критерiй. Тодi назвемо цей критерiй
як ”модифiкований моментний критерiй яко-

стi верхнiх границь ймовiрностей помилок

для перевiрки статистичних гiпотез” .
Зазначимо, що чим менше значення критерiю

𝐾𝑢
(︀
𝐸(𝜏), 𝐺(𝜏)

)︀
(21), тим менше значення суми ймо-

вiрностей помилок першого та другого роду РП
виду (12).

Властивiсть 1. Якщо шуканi коефiцiєнти РП
(12) отриманi через розв’язок системи алгебраїчних
рiвнянь (22), то вони задовольняють умову:

𝐼(𝜏)𝑠𝑛 =

𝑛∑︁
𝑣=1

𝑠∑︁
𝑖=1

𝑘
(𝜏)
𝑖𝑣

(︁
𝑚

(𝑣)
𝑖 − 𝑢

(𝑣)
𝑖

)︁
. (23)
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Визначення 4. Приймемо значення 𝐼
(𝜏)
𝑠𝑛 (23)

за кiлькiсть iнформацiї, яка отримується при роз-
рiзненнi гiпотез 𝐻0 та 𝐻1 з вибiркових значень
розмiрностi 𝑛 при застосуваннi РП виду (12) i є
оберненою величиною до значення 𝐾𝑢

(︀
𝐸(𝜏), 𝐺(𝜏)

)︀
(21).

Значення 𝐾𝑢
(︀
𝐸(𝜏), 𝐺(𝜏)

)︀
(21) та 𝐼

(𝜏)
𝑠𝑛 (23) ви-

користовуються для оцiнювання ефективностi син-
тезованих полiномiальних РП при рiзних степенях
полiномiв.

3 Полiномiальнi алгоритми ви-

явлення сигналiв на фонi ко-

рельованих ексцесних негау-

сових завад

Розглянемо повнiстю вiдомий постiйний сигнал
𝑎, виявлення якого є класичною задачею в теорiї
виявлення сигналiв. Цей тип сигналу зустрiчається
у випадках, коли характеристики сигналу, такi як
форма i спектр, повнiстю вiдомi й залишаються
постiйними з часом. Така постановка завдань ви-
никає в системах, де iснує чiтке знання про сигнал,
який необхiдно виявити на фонi шуму, наприклад
передача цифрових сигналiв по каналам зв’язку.

Для синтеза полiномiального РП при степенi
𝑠 = 1 скористаємося загальним РП, представле-
ним в (12), де оптимальнi коефiцiєнти знаходяться
з мiнiмуму модифiкованого моментного критерiю
𝐾𝑢

(︀
𝐸(𝜏), 𝐺(𝜏)

)︀
(21). Моментно-кумулятний опис у

виглядi одвомiрних (1D) моментiв до другого по-
рядку (2s порядку) для корельованих ексцесних
негаусових процесiв має вид:

𝑢1 = 0, 𝑢2 = 𝜒2, 𝑚1 = 𝑎, 𝑚2 = 𝑎2 + 𝜒2, (24)

а сумiснi моменти 𝑢
(𝑣,𝑘)
11 при гiпотезi 𝐻0 та 𝑚

(𝑣,𝑘)
11

при гiпотезi 𝐻1 запишуться як:

𝑢
(𝑣,𝑘)
11 = 𝜒11 = 𝜒2 · 𝜌(𝑣,𝑘),

𝑚
(𝑣,𝑘)
11 = 𝑎2 + 𝜒2 · 𝜌(𝑣,𝑘),

(25)

де 𝜌(𝑣,𝑘) – кореляцiйна функцiя випадкового проце-
су, яка визначається згiдно з (6) i обирається згiдно
з вiдповiдною задачею дослiдження.

Показано, що синтезоване РП при 𝑠 = 1 прийме
таке значення

𝑛∑︁
𝑣=1

∆𝐴𝑣

(︁
𝑥𝑣 −

𝑎

2

)︁ 𝐻1

>

<

𝐻0

0, (26)

де ∆𝐴𝑣 – визначник, який отримується з ∆1 при за-
мiнi 𝑣 стовбця на новий стовбець, який складається

з одиниць, а ∆1 запишеться як:

∆1 = 𝑑𝑒𝑡
⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝐹

(𝜏)
(11)

⃒⃒⃒⃒⃒⃒
= 𝑑𝑒𝑡

⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝜌(𝜏𝑣,𝑘)

⃒⃒⃒⃒⃒⃒
=

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜌(1,1) 𝜌(1,2) . . . 𝜌(1,𝑛)

𝜌(2,1) 𝜌(2,2) . . . 𝜌(2,𝑛)

...
... · · ·

...
𝜌(𝑛,1) 𝜌(𝑛,2) . . . 𝜌(𝑛,𝑛)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ ̸= 0, (27)

де 𝐹
(𝜏)
(𝑖𝑗) = 𝐹

(𝜏)
(𝑖𝑗)(𝐻0)+𝐹

(𝜏)
(𝑖𝑗)(𝐻1) i визначаються згiдно

з (20) при врахуваннi (24) та (25).
Показано, що ефективнiсть лiнiйного РП (26)

визначається через показник критерiю якостi
𝐾𝑢

(︀
𝐸(𝜏), 𝐺(𝜏)

)︀
(21) або кiлькiсть iнформацiї при

розрiзненнi гiпотез згiдно з (23)

𝐾𝑢1

(︁
𝐸(𝜏), 𝐺(𝜏)

)︁
=

∆1

𝑎2
∑︀𝑛

𝑣=1 ∆𝐴𝑣
,

𝐼
(𝜏)
1𝑛 = 𝑎2

𝑛∑︁
𝑣=1

∆𝐴𝑣

∆1
.

(28)

Показано, що лiнiйне РП (26) є еквiвален-
тним правилу, яке отримується з вiдношення
правдоподiбностi для гаусових корельованих моде-
лей випадкових процесiв. Окрiм того, при стати-
стично незалежних вибiркових значеннях РП (26)
вироджується в добре вiдомий лiнiйний вираз РП,
який є оптимальним для гаусових моделей завад та
має такий вид:

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑣=1

𝑥𝑣 −
𝑎

2

𝐻1

>

<

𝐻0

0. (29)

При цьому значення критерiю якостi
𝐾𝑢1

(︀
𝐸(𝜏), 𝐺(𝜏)

)︀
та показник 𝐼1𝑛(𝐸,𝐺) трансфор-

муються до такого виду:

𝐾𝑢1(𝐸,𝐺) = 2/𝑛𝑞, 𝐼1𝑛(𝐸,𝐺) = 𝑛𝑞/2, (30)

де 𝑞 – вiдношення сигнал/шум (SNR – signal-to-noise
ratio).

Синтезоване РП (26) не враховує негаусо-
вий характер дослiджуваного випадкового процесу,
оскiльки для його побудови використовувалися ли-
ше початковi моменти першого та другого порядку.
Теж саме буде i при s = 2, тому збiльшимо сте-
пiнь полiному РП до s = 3, що надасть можливiсть
оперувати початковими моментами до 6-го порядку
включно, i вiдповiдно, характеризувати випадковий
процес через значення коефiцiєнта ексцесу, який
буде вiдмiнним вiд нуля для даного типу дослiджу-
ваного випадкового процесу:

Λ(X)
(𝜏)
(3𝑛)=𝑘

(𝜏)
0 +

𝑛∑︁
𝑣=1

𝑘
(𝜏)
1𝑣 𝑥𝑣+

𝑛∑︁
𝑣=1

𝑘
(𝜏)
2𝑣 𝑥2

𝑣+

𝑛∑︁
𝑣=1

𝑘
(𝜏)
3𝑣 𝑥3

𝑣

𝐻1

>

<

𝐻0

0.

(31)
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Для обчислення оптимальних коефiцiєнтiв РП
(31) необхiдна апрiорна iнформацiя про дослiджу-
ваний корельований ексцесний негаусовий процес.

Показано, що початковi 𝑢𝑖 та сумiснi моменти 𝑢
(𝑣,𝑘)
𝑖𝑗

дослiджуваної випадкової величини при гiпотезi 𝐻0

до 6-го порядку мають такий вид:

𝑢1 = 0, 𝑢2 = 𝜒2, 𝑢3 = 0,

𝑢4 = 𝜒4 + 3𝜒2
2 = 𝜒2

2(𝛾4 + 3),

𝑢5 = 0, 𝑢6 = 𝜒3
2(15 + 15𝛾2

4);

𝑢
(𝑣,𝑘)
11 = 𝜒11 = 𝜒2 · 𝜌(𝑣,𝑘), 𝑢

(𝑣,𝑘)
12 = 𝑢

(𝑣,𝑘)
21 = 0,

𝑢
(𝑣,𝑘)
13 = 𝑢

(𝑣,𝑘)
31 = 𝛾4𝜒

2
11 + 3𝜒2𝜒11 =

= 𝜒2
2

(︁
𝛾4𝜌

(𝑣,𝑘)2 + 3𝜌(𝑣,𝑘)
)︁
,

𝑢
(𝑣,𝑘)
22 = 𝜒2

2

(︁
𝛾4𝜌

(𝑣,𝑘)2 + 1 + 2𝜌(𝑣,𝑘)
2
)︁
,

𝑢
(𝑣,𝑘)
23 = 𝑢

(𝑣,𝑘)
32 = 𝜒

5/2
2 𝛾3 + 6𝜒

5/2
2 𝜌(𝑣,𝑘)

5/2

𝛾3+

+ 3𝜒
5/2
2 𝜌(𝑣,𝑘)

3/2

𝛾3,

𝑢
(𝑣,𝑘)
33 = 3𝜒3

2𝛾4𝜌
(𝑣,𝑘)2𝜒3

2𝛾
2
3 + 9𝜒3

2𝜌
(𝑣,𝑘)3𝛾4+

+3𝜒3
2𝜌

(𝑣,𝑘)2𝛾4+9𝜒3
2𝜌

(𝑣,𝑘)+6𝜒3
2𝜌

(𝑣,𝑘)3+9𝜒3
2𝜌

(𝑣,𝑘)3𝛾2
3 ,
(32)

та початковi 𝑚𝑖 та сумiснi 𝑚
(𝑣,𝑘)
𝑖𝑗 моменти при гiпо-

тезi 𝐻1 запишуться як:

𝑚1 = 𝑎, 𝑚2 = 𝑎2 + 𝜒2, 𝑚3 = 𝑎3 + 3𝑎𝜒2,

𝑚4 = 𝑎4 + 6𝑎2𝜒2 + 𝛾4𝜒
2
2 + 3𝜒2

2,

𝑚5 = 𝑎5 + 10𝑎3𝜒2 + 5𝑎𝜒2
2(3 + 𝛾4),

𝑚6 = 𝑎6 + 15𝑎4𝜒2 + 15𝑎2𝜒2
2(3 + 𝛾4) + 15𝜒3

2(1 + 𝛾2
4);

𝑚
(𝑣,𝑘)
11 = 𝑎2 + 𝜒2 · 𝜌(𝑣,𝑘),

𝑚
(𝑣,𝑘)
12 = 𝑚

(𝑣,𝑘)
21 = 𝑎3 + 𝑎𝜒2 + 2𝑎𝜒2𝜌

(𝑣,𝑘),

𝑚
(𝑣,𝑘)
13 =𝑎4+3𝑎2𝜒2𝜌

(𝑣,𝑘) + 3𝑎2𝜒2 + 4𝑎𝜒
3
2
2 𝛾3𝜌

(𝑣,𝑘)
3
2 +

+ 𝜒2
2𝜌

(𝑣,𝑘)2(𝛾4 + 3),

𝑚
(𝑣,𝑘)
22 = 𝑎4 + 2𝑎2𝜒2 + 4𝑎2𝜒2𝜌

(𝑣,𝑘) + 𝜒2
2

(︁
𝛾4𝜌

(𝑣,𝑘)2+

+1 + 2𝜌(𝑣,𝑘)
2
)︁
,

𝑚
(𝑣,𝑘)
23 = 𝑚

(𝑣,𝑘)
32 = 𝑎5 + 4𝑎3𝜒2 + 6𝑎3𝜒2𝜌

(𝑣,𝑘)+

+ 5𝑎𝜒2
2𝜌

(𝑣,𝑘)2(3 + 𝛾4),

𝑚
(𝑣,𝑘)
33 = 𝑎6 + 6𝑎4𝜒2 + 9𝑎4𝜒2𝜌

(𝑣,𝑘)+

+ 15𝑎2𝜒2
2𝜌

(𝑣,𝑘)2(𝛾4 + 3) + 15𝜒3
2𝜌

(𝑣,𝑘)3(𝛾4 + 1).
(33)

Вирази (32) та (33) використовуються для
розв’язку системи рiвнянь (22) при знаходженнi

оптимальних коефiцiєнтiв 𝑘
(𝜏)
1𝑣 , 𝑘

(𝜏)
2𝑣 , 𝑘

(𝜏)
3𝑣 , якi пiд-

ставляються в РП (31) для перевiрки статистичних
гiпотез. Для оцiнки ефективностi синтезованого не-
лiнiйного РП (31) використанi показники (21) або
(23), якi характеризують ймовiрностi помилок пер-
шого та другого роду синтезованих РП.

4 Результати та обговорення

Проведено аналiз отриманих полiномiальних РП
при степенях полiнома 𝑠 = 1, 3 при рiзних значен-
нях параметрiв коефiцiєнта ексцесу 𝛾4, вiдношення
SNR 𝑞 та параметрiв кореляцiйних функцiй 𝜌𝜉(𝜏)
(6). Ефективнiсть синтезованих РП порiвнювалася
по значенню критерiю якостi 𝐾𝑢

(︀
𝐸(𝜏),𝐺(𝜏)

)︀
(21)

або кiлькостi добутої iнформацiї про розрiзнення

гiпотез 𝐼
(𝜏)
1𝑛 (23) для лiнiйного (26) та нелiнiйно-

го (31) РП. Вiдмiтимо, що чим бiльше значення

кiлькостi добутої iнформацiї 𝐼
(𝜏)
1𝑛 або 𝐼

(𝜏)
3𝑛 , тим мен-

шi ймовiрностi помилок першого та другого роду
синтезованих РП. Таким чином, РП з бiльшим пока-
зником кiлькостi добутої iнформацiї буде вважатися
бiльш ефективним.

На Pис. 2 приведенi залежностi 𝐼
(𝜏)
1𝑛 /𝐼

(𝜏)
3𝑛 вiд ко-

ефiцiєнта ексцеса негаусової завади gama4 (𝛾4). До-
слiдження проводилися при рiзних значеннях SNR
(𝑞=0.1; 1; 10) та параметрах кореляцiї для кореля-
цiйної функцiї 𝜌𝜉(𝜏) = 𝜎2𝑒−𝐴|𝜏 |, яка має широке
застосування для опису стацiонарних процесiв з екс-
поненцiйним згасанням кореляцiї.

На Pис. 2 (а) масштабуючий коефiцiєнт має вiд-
носно невелике значення 𝐴 = 0.5, що свiдчить про
сильнi статистичнi зв’язки вибiркових значень, а
на Pис. 2 (б) – 𝐴 = 5.0, що свiдчить про практи-
чну вiдсутнiсть таких статистичних залежностей.
При нульовому значеннi gama4=0, що вiдповiдає
гаусовiй моделi дослiджуваного випадкового проце-

су, вiдношення 𝐼
(𝜏)
1𝑛 /𝐼

(𝜏)
3𝑛 = 1. При змiнi параметра

gama4 (𝛾4) таке вiдношення стає менше одиницi.
Це свiдчить про те, кiлькiсть добутої iнформацiї

𝐼
(𝜏)
3𝑛 бiльша у порiвняннi з 𝐼

(𝜏)
1𝑛 , i вiдповiдно, таке

нелiнiйне РП (25) характеризується меншими ймо-
рiностями помилок у порiвняннi з лiнiйним РП (20),
яке є оптимальним для гаусової моделi випадкового
процесу.

Наприклад, при сильному експоненцiйному ко-
реляцiйному зв’язку з масштабуючим коефiцiєнтом
𝐴 = 0.5 (Pис. 2 (а)) при значеннi коефiцiєнта ексцесу
gama4=4.5 i вiдношеннi сигнал/шум 𝑞=0.1 вiдно-

шення 𝐼
(𝜏)
1𝑛 /𝐼

(𝜏)
3𝑛 буде дорiвнювати 0.5. Це свiдчить

про те, що ймовiрностi помилок першого та другого
роду синтезованого нелiнiйного РП при степенi по-
лiнома 𝑠=3 (25) будуть вдвiчi меншi за аналогiчний
показник для лiнiйного РП при 𝑠=1 (20), яке є опти-
мальним для гаусової моделi завад. Таким чином,
врахування коефiцiєнта ексцесу дозволяє збiльшити
у двiчi ефективнiсть РП у порiвняннi з пошире-
ними i добре вiдомими лiнiйними моделями РП,
оптимальними для гаусових щiльностей розподiлу
дослiджуваних процесiв.

Вiдмiтимо, що найбiльший позитивний ефект вiд
нелiнiйної обробки у порiвняннi з лiнiйною спосте-
рiгатися для слабких сигналiв (SNR<1), що є ва-
жливим для обробки сигналiв в сильно зашумлених
каналах.
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(a) (б)

Рис. 2. Залежнiсть вiдношення кiлькостi добутої iнформацiї про розрiзнення гiпотез 𝐼1/𝐼3 для рiзних РП
вiд коефiцiєнта ексцесу негаусової завади gama4 при рiзних значеннях SNR (𝑞) та параметрах кореляцiйної

функцiї 𝜌𝜉(𝜏) = 𝜎2𝑒−𝐴|𝜏 |: (а) 𝐴 = 0.5; (б) 𝐴 = 5.0

На основi отриманих нових моделей опису коре-
льованих негаусових процесiв та розробки методiв
їх опрацювання проведено iмiтацiйне моделюван-
ня процесiв виявлення послiдовностi зашумлених
постiйних сигналiв на фонi дослiджуваних завад за-
пропонованими полiномiальними РП, що iмiтує си-
стему передачi даних в складних завадових умовах
в телекомунiкацiйних системах. На Pис. 3. наведе-
но часове представлення послiдовностi зашумлених
постiйних сигналiв (a), результат обробки лiнiйним
(S=1) та нелiнiйним (S=3) РП (б), прийняття рi-
шення про реалiзацiю гiпотези 𝐻0 чи 𝐻1 (в) при
адитивному впливi експоненцiйно корельованої не-
гаусової завади для 𝜌𝜉(𝜏) = 𝜎2𝑒−𝐴|𝜏 |, 𝛾4 = 3, 𝐴 =
0.5, 𝑞 = 1.

Подiбне значення коефiцiєнта ексцесу притаман-
не випадковим процесам, ймовiрнiсна структура
яких описується Лапласiвським розподiлом. Ексце-
снi випадковi процеси з ”довгими хвостами” є досить
поширеним явищем у природi та технiчних систе-
мах, i для них характернi значнi вiдхилення вiд
гаусової моделi. У технiчних системах довгохвостi
розподiли виникають у радiоканалах з iмпульсни-
ми завадами, у радарних вiдбиттях вiд складних
об’єктiв, де значення ексцесу може змiнюватися у
широкому дiапазонi: вiд вiдносно невеликих 𝛾4=1-
5 значень, до значних 𝛾4=10-50, або формально
нескiнченних (наприклад, для розподiлу Кошi).

Як видно з наведених результатiв моделювання
(Рис. 3), для лiнiйної обробки (РП S=1) характер-
нi хибнi спрацювання, якi обведенi в синiй елiпс
(в), в той час, як обробка такої самої зашумленої
послiдовностi нелiнiйним (РП S=3) демонструє пра-
вильне приняття рiшення щодо реалiзацiї гiпотез𝐻0

та 𝐻1.

Аналiз ефективностi нелiнiйної обробки (РП
S=3) (31) виявлення зашумлених сигналiв у порiв-
няннi з лiнiйною (РП S=1) (26) продемонстровано
вище на Pис. 2. Необхiдно вiдмiтити, що лiнiйна

обробка сигналiв при степенi полiнома S=1 еквiва-
лента оптимальним правилам, отриманим з вiдно-
шення правдоподiбностi для гаусової моделi завад.
Таким чином, на даному рисунку приведений порiв-
няльний аналiз зменшення ймовiрностей помилок
першого та другого роду нелiнiйними РП (S=3) у
порiвняннi з добре вiдомими i широко вживаними
гаусовими моделями дослiджуваних процесiв. Як
видно з отриманих результатiв дослiдження, ви-
граш у обробцi корельованих ексцесних випадкових
процесiв суттєво залежить як вiд параметрiв SNR,
значень кореляцiйних зв’язкiв, так i вiд параметрiв
есцесної завади.

На основi запропонованих моментно-
кумулянтних моделей корельованих негаусових
процесiв та полiномiальних алгоритмiв виявлення
сигналiв, оптимальних за модифiкованим критерiєм
якостi прийняття рiшень, розроблена узагальнена
структурна схема обробки сигналiв при рiзних
степенях стохастичних полiномiв (Pис. 4).

Запропонована система функцiонує у режимi
реального часу, де методом сковзного вiкна опра-
цьовуються вибiрковi значення заданого обсягу 𝑛.
Структурна схема алгоритму формування рiшень
побудована на основi послiдовного з’єднання сте-
пеневих блокiв перетворення. У кожному з таких
блокiв вибiрковi значення вхiдного сигналу пiдно-
сяться до визначеного степеня та множаться на

вiдповiднi ваговi коефiцiєнти 𝑘
(𝜏)
1 , 𝑘

(𝜏)
2 , 𝑘

(𝜏)
3 , . . . , що

вiдповiдають параметрам полiномiального правила
прийняття рiшень. Результати обчислень накопичу-
ються всерединi кожного блоку, утворюючи вихiднi
величини, якi вiдображають внесок даного степе-
невого перетворення у загальний процес обробки.
Пiсля завершення роботи усiх блокiв їхнi результати
пiдсумовуються, i до отриманого значення додає-

ться пороговий коефiцiєнт 𝑘
(𝜏)
0 . Сумарний результат

передається на пристрiй прийняття рiшень, який
здiйснює порiвняння iз заздалегiдь визначеним по-
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рогом та формує висновок про реалiзацiю однiєї
з гiпотез: у випадку перевищення порога сигнал
вважається виявленим (𝐻1), тодi як за вiдсутно-

стi перевищення приймається рiшення про нульову
гiпотезу (𝐻0).

(а)

(б)

(в)

РП S=1

(а)

(б)

(в)

РП S=3

Рис. 3. Часове представлення послiдовностi зашумлених постiйних сигналiв (a), результат обробки лiнiй-
ним (S=1) та нелiнiйним (S=3) РП (б), прийняття рiшення про реалiзацiю гiпотези 𝐻0 чи 𝐻1 (в) при

𝜌𝜉(𝜏) = 𝜎2𝑒−𝐴|𝜏 |, 𝛾4 = 3, 𝐴 = 0.5, 𝑞 = 1

Рис. 4. Узагальнена структурна схема полiномiальних розв’язувальних правил виявлення сигналiв на фонi
завад



16 Palahin V. V., Palahina O. A., Vorobkalo T. V., Martynenko S. S., Zorin O. S.

Запропонована структурна органiзацiя є унiвер-
сальною та iнварiантною вiдносно типу завад, а
також вiд вибору конкретного моментного критерiю
якостi. При змiнi параметрiв завадового середо-
вища, зокрема коефiцiєнтiв асиметрiї, ексцесу чи
характеристик кореляцiї, схема та послiдовнiсть об-
числювальних операцiй залишаються незмiнними.
Змiнюються лише значення визначених коефiцiєн-
тiв, що iстотно спрощує адаптацiю алгоритмiв до
конкретних умов функцiонування системи.

У роботi розглянуто синтез полiномiального пра-
вила прийняття рiшень до степеня s=3. Подальше
пiдвищення порядку полiнома, хоча й забезпечує
можливiсть бiльш точного вiдображення статисти-
чної структури сигналiв та завад, водночас потребує
компромiсу мiж пiдвищенням ефективностi оброб-
ки та зростанням складностi практичної реалiзацiї.
Це зумовлено як ускладненням самого алгоритму,
так i обмеженням дiапазону допустимих значень
параметрiв негаусових випадкових величин.

Практична реалiзацiя розглянутої структури не
становить суттєвих труднощiв та може бути ви-
конана як програмними, так i апаратними за-
собами на сучаснiй елементнiй базi. Для забез-
печення високої швидкодiї та можливостi реа-
лiзацiї нелiнiйних операцiй доцiльним є викори-
стання програмно-апаратних платформ, зокрема,
FPGA (Field-Programmable Gate Arrays) та DSP-
процесорiв (Digital Signal Processors), якi спецiалiзу-
ються на швидкому виконаннi операцiй пiднесення
до степеня, множення та додавання. Для пiдвищен-
ня швидкодiї обчислення в окремих степеневих бло-
ках можуть виконуватися паралельно, що iстотно
скорочує час обробки сигналiв. Для забезпечення
пiдвищення швидкостi обробки даних значення ко-
ефiцiєнтiв доцiльно розраховувати заздалегiдь та
зберiгати у пам’ятi для оперативного використання
пiд час функцiонування системи.

Висновки

Обробка сигналiв на фонi завад є актуальною
проблемою для багатьох прикладних систем. Тра-
дицiйно основою для побудови оптимальних РП є
вiдношення правдоподiбностi, яке порiвнюється з
порогом, обраним за вiдповiдним критерiєм якостi.
Однак, для корельованих негаусових процесiв цей
пiдхiд ускладнюється через невизначенiсть щiльно-
стi розподiлу, складнiсть оцiнювання її параметрiв
та обмежену придатнiсть класичних алгоритмiв. У
зв’язку з цим у роботi запропоновано альтернати-
ву – використання моментно-кумулянтних моделей
для опису корельованих негаусових випадкових ве-
личин, що дозволяє апроксимувати статистичнi вла-
стивостi випадкового процесу без повного знання
його PDF.

В роботi розроблено новi математичнi моделi для
корельованих ексцесних негаусових процесiв, якi

стали основою для синтезу полiномiальних стоха-
стичних РП, оптимiзацiя яких здiйснюється за мо-
дифiкованим моментним критерiєм якостi, що оцi-
нює верхнi границi ймовiрностей помилок. У межах
дослiдження побудовано як лiнiйнi, так i нелiнiйнi
РП, проаналiзовано їх властивостi та ефективнiсть
за наявностi корельованих негаусових завад. Вста-
новлено, що лiнiйнi РП, якi враховують лише першi
два моменти, збiгаються з класичними правилами
для гаусових моделей, але не враховують негаусо-
вiсть розподiлу. Натомiсть, використання нелiнiй-
них РП з урахуванням статистик вищих порядкiв,
таких як коефiцiєнт ексцесу, забезпечує пiдвищення
ефективностi виявлення сигналiв, що проявляється
у зменшеннi ймовiрностей помилок синтезованих
полiномiальних РП. Запропонованi моделi та мето-
ди можуть бути корисними для iнтелектуального
аналiзу даних i знайти своє широке застосуван-
ня для рiзноманiтних задач виявлення сигналiв, де
традицiйнi методи обробки не забезпечують нале-
жної ефективностi через складну статистичну при-
роду завад.
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Models and Methods for Signal Process-
ing in Correlated Excess Processes

Palahin V. V., Palahina O. A., Vorobkalo T. V.,

Martynenko S. S., Zorin O. S.

The paper presents new mathematical models and si-
gnal processing methods developed in correlated excess
non-Gaussian noise, which is commonly encountered in
telecommunication systems, radar devices, technical control
systems, and other applied domains. The foundation of the
proposed approach is the moment-cumulant representation
of random processes, which makes it possible to descri-
be not only the basic statistical characteristics of the
observed signals but also to account for the influence of
non-Gaussian parameters, particularly the excess coeffi-
cient and the correlation between sample values. This
approach becomes especially relevant when conventional
and widely used Gaussian models fail to provide adequate
accuracy in describing the processes under study, and
when constructing a complete multidimensional probability
density function (PDF) is computationally infeasible or
practically impossible.

The paper proposes methods for the synthesis of
polynomial stochastic decision rules (DRs), based on a
modified moment-based quality criterion used to estimate
the upper bounds of error probabilities in statistical signal
detection problems. Both linear and nonlinear DRs have
been developed for different polynomial orders, enabling the
adaptation of the model to a variety of interference conditi-
ons. The study investigates the impact of excess coefficients
and correlation parameters on detection efficiency. It is
demonstrated that the use of higher-order statistics and
nonlinear processing of sample values leads to a reduction in
the probabilities of type I and type II errors for the decision
rules. The proposed models and signal detection methods
can be integrated into intelligent information processing
systems and applied to the development of adaptive real-
time detection algorithms.

Keywords: moment-cumulant models; signal detection;
higher-order statistics; polynomial decision rules; modified
moment criterion; correlated non-Gaussian processes
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