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ЕЛЕКТРОДИНАМІКА 
 

УДК 621.396 
ВЗАЄМОДІЯ ЕЛЕКТРОМАГНІТНОГО ВИПРОМІНЮВАННЯ  

З ШАРУВАТОЮ СФЕРІЧНОЮ ЛІНЗОЮ 
 

Лющенко М.О., Лерман Л.Б., Криворучко Я.С. 
 
Отримано точний розв’язок задачі взаємодії електромагнітного випромінювання з 

шаруватою сферичною лінзою. Розроблена методика визначає залежності характери-
стик поглинання, розсіяння та екстинкції від характеристик шарі, що дозволяє 
розв’язувати задачу синтезу неоднорідних сферичних лінз. 

 

Вступ 
Лінзові антени знайшли широке застосування в техніці НВЧ. Звичайно 

розрахунок таких конструкцій виконується в наближенні геометричної оп-
тики [1]. Але, коли розміри лінзи стають порівняльними з довжиною хвилі, 
застосування цього наближення може привести до суттєвого викривлення 
результатів. Найбільш важливою і дослідженою з задач в теорії поглинан-
ня та розсіяння плоских електромагнітних хвиль (ЕМХ) на довільних 
об’єктах є задача про кулю з відомими показниками заломлення (діелект-
ричної проникності) кулі та середовища. Для розв’язання цієї задачі мо-
жуть бути використані різні методи [2,3,4], кожен з яких має певні перева-
ги в тому чи іншому випадку. Для практичних цілей інтерес становить до-
слідження неоднорідної сферичної лінзи, яка моделюється кулею з довіль-
ним, але кінцевим, числом шарів із різними комплексними показниками 
заломлення. Для розв’язання цієї задачі пропонується модифікація методу 
потенціалів Дебая [4] із застосуванням трансляційних матриць, які дозво-
ляють переносити граничні умови для систем звичайних диференційних 
рівнянь з шару на шар. Для обчислення електромагнітного поля (потенціа-
лу) зовні розсіювача трансляційні матриці виявляються дуже зручними [9-
11], бо дозволяють запобігти необхідності розв’язання алгебраїчних систем 
великого порядку і знаходження великого числа непотрібних для цього 
сталих. Зауважимо, що в цитованих роботах розглядалася взаємодія ЕМХ з 
малими металевими частинками в оптичному діапазоні. На відміну від вка-
заних робіт в цій статті розглядається взаємодія плоских електромагнітних 
хвиль з діелектричною лінзою в діапазоні НВЧ. Втрати електромагнітної 
енергії враховуються введенням діелектричних втрат δtg . На підставі роз-
в'язку прямої задачі взаємодії ЕМХ з багатошаровою кулею запропоновано 
алгоритм розв’язання задачі синтезу неоднорідних сферичних лінз із по-
трібними радіотехнічними характеристиками. 

Постановка і розв΄язання задачі розсіяння 
Розглядається куля, яка складається в загальному випадку з N ізотроп-

них шарів (див.рис.1)., що характеризуються своїми товщинами і комплек-
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сними діелектричними проникностями ' ''iε = ε + ε , де i  - уявна одиниця.  
Нумерацію шарів почнемо із вну-
трішньої кулі. Отже номер ядра 
кулі має значення 1, а зовнішньо-
го простору-N+1. Введемо сфери-
чну систему координат θϕ,,r , 
пов’язану з центром кулі. Радіуси 
концентричних куль (меж поділу 
шарів) позначимо ),...,2,1(, Njrj = ,  
а показники заломлення - jm  

( 1Nm + -показник заломлення навко-  Рис. 1. Багатошарова куля 
лишнього середовища). Зауважимо, що будь-яка комплексна діелектрична 
проникність ''' ε+ε=ε i  пов’язана з комплексним показником заломлення 
m n ik= +  відомим співвідношенням 2mε = . В загальному випадку діелект-
рична проникність може залежати від частоти ω , тобто )(ωε=ε . Вважає-
мо, що на кулю падає плоска ЕМХ одиничної амплітуди, а залежність від 
часу t приймемо у вигляді )exp( tiω− . 

Потенціали плоскої хвилі 00 , VU , що поширюється вздовж вісі симетрії 
z, можна подати у вигляді розкладів за сферичними гармоніками 
            1 2 1 (1)1 (cos )cos( )10 2 ( 1)11

ll k riU PNl ll lrk lN

∞ +−= θ ϕ∑ Ψ ++=+

 , 

2 1 (1)1 1 (cos )cos( )10 2 ( 1)11

m lN l k riV PNl ll lrk lN

∞ ++ −= θ ϕ∑ Ψ ++=+

 
(1) 

де λπµ= ++ /2 11 MNk  - хвильове число, λ  - довжина хвилі, )( 1rkNl +Ψ .- сфери-
чні функції Бесселя, )(cos)1( θlP  - приєднані функції Лежандра І порядку. 

Потенціали розсіяної хвилі мають аналогічний вигляд, але замість фун-
кцій Бесселя містять сферичні функції Ханкеля І роду )( 1rkNl +ς : 
           Ґ1 (1)1= (cos ) cos( )1+ 1 2 1+1

N q jk rU V PA NN l l lrk lN
+∑ +

=

 

1 (1)1 (cos ) cos( )11 2 11
N k rV C PNN l l lrk lN

∞ + ς= θ ϕ∑ ++ =+

 
(2) 

В формулах (2) 11, NN
CA l l

++  - коефіцієнти рядів розсіяння, що підля-

гають визначенню з граничних умов. В розкладах потенціалів для кожного 
шару присутні одразу сферичні функції Бесселя і Ханкеля, за винятком 
внутрішньої кулі, для якої потенціали мають вигляд, аналогічний (1), але з 
невідомими коефіцієнтами. На межах поділу шарів повинні виконуватись 
умови сполучення: 2 2

1 1j j j jm rU m rU+ +
⎡ ⎤ ⎡ ⎤=⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

1ε

2ε

1ε

1+εN
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1r U r U jjr r
∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤=+ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦∂ ∂

 (3) 

1j jrV rV+
⎡ ⎤ ⎡ ⎤=⎣ ⎦ ⎣ ⎦ , rV rVj jr r

∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∂ ∂+ 1  (4) 

Задача полягає у визначенні 4N сталих, що входять у розклади потенці-
алів, для яких з умов (3), (4) маємо стільки ж лінійних рівнянь. 

Для визначення характеристик розсіяння і поглинання потрібні тільки 
коефіцієнти 1 1,N Na b CAl l l l

+ += = . Застосування трансляційних матриць 
дозволяє виключити всі непотрібні сталі, і звести задачу до розгляду сис-
теми другого порядку [10]. Після знаходження шуканих коефіцієнтів пере-
різи розсіяння scaC  і екстинції extC  обчислюються за формулами [2] 

{ }
2

2 2

1
(2 1)

2sca
l

l llC a b
∞

=
= +λ +∑

π
 (5) 

{ }
2

1
(2 1) Re(

2ext l
l

ll bC a
∞

=
= λ + +∑

π
 (6) 

Інтенсивності цих величин (безрозмірні величини) визначаються спів-
відношеннями 

2/ext extC ac π= , 2/sca scac C a= π  (7) 
де Na r=  – радіус зовнішньої сфери. 

Інтенсивність поглинання тоді надається виразом abs ext scac c c= − . 
Чисельна реалізація і приклади розрахунків 
Викладене складає основу чисельних алгоритмів і програм, при розроб-

ці яких враховані особливості обчислення сферичних функцій Бесселя і 
Ханкеля комплексного аргументу [14,15]. Деякі результати виконаних роз-
рахунків наведено на рис. 2, 3. Як перший приклад розглядалась суцільна 
діелектрична куля, а як другий – трьохшарова куля. Параметри останньої 
вибрані таким чином, щоб змоделювати таз звану лінзу Люнеберга, яка має 
специфічні властивості [1]. На рис. 2 показано залежність інтенсивності 
кутового розсіяння 2/( )scaC aσ π=  від кута падіння відносно хвильового ве-
ктора на суцільній склопластиковій кулі з характеристика-
ми ;3,98 0,02tg= =ε δ . На рис. 3 наведено залежності інтенсивності екстин-
кції, розсіяння та поглинання від параметру дифракції при наступних зна-
ченнях комплексних показників заломлення або діелектричної проникнос-
ті: для ядра приймалося, що 1n =3,0, 1k =0,01, для другого склопластикового 
шару, що 2ε =3,98, 2tgδ =0,02 і для зовнішньої оболонки з полістиролу - 

3n =1,05, 3k =0,001. Для відношень зовнішніх радіусів шарів до радіусу ядра 
складали 5,0/ 12 =rr , 9,0/ 13 =rr  
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Рис.2. Інтенсивність кутового роз-

сіяння σ на суцільній діелектричній 
лінзі: 
         паралельна поляризація, 
        перпендикулярна поляризація. 

Рис.3. Залежності інтенсивності екстин-
кції, розсіяння та поглинання від пара-
метру дифракції для трьохшарової лінзи: 
1- екстинкція; 2 – розсіяння; 3 – погли-
нання. 

Наведені приклади підтверджують ефективність розроблених алгорит-
мів і можливість їх застосування на практиці. Відмітимо, що зокрема, в на-
ближені геометричної оптики неможливо врахувати частотні осциляції, які 
спостерігаються на графіках. 

Постановка і метод розв’язання задачі синтезу 
В загальному випадку задача синтезу полягає у знаходженні таких ма-

теріалів і, відповідно, будови лінзи, які б забезпечували потрібні радіотех-
нічні характеристики конструкції в заданому частотному діапазоні. 

Позначимо j -ту характеристику лінзи, на яку накладаються певні об-
меження, наприклад, переріз радіолокаційного розсіяння, через jF  
( 1, 2, ,j s= K ), де s  - число характеристик, на які накладаються певні об-
меження. Ці характеристики будуть функціями фізико-механічних харак-
теристик шарів, тобто 

1 2 1 2( , , , ; , , , ; )j j N NF F r r r= ε ε ε λK K  (8) 
Тоді задачу синтезу формально можна записати у вигляді системи нері-

вностей 
, 1,2, ,j j ja F b j J≤ ≤ = K  (9) 

де jj ba ,  - граничні значення потрібних характеристик. 
Оскільки параметри шарів можуть приймати обмежені значення, то си-

стему нерівностей (9) потрібно розглядати в 3N – вимірному паралелепіпе-
ді відповідних змінних (діелектричні проникності вважаються комплекс-
ними). При цьому довжина хвилі λ  відіграє роль параметру. Цю нелінійну 
задачу пропонується розв’язувати методом випадкового пошуку за допо-
могою спеціальних 3N–вимірних двійкових послідовностей [11]. Задача 
спрощується, коли частину характеристик можна вибрати із додаткових 
міркувань. Зауважимо, що система (8) може і не мати розв’язків, і це озна-
чає, що система обмежень надто жорстка. При знайденій області існування 
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розв’язків можна вибрати оптимальну (за певною додатковою ознакою) 
конструкцію лінзи, і одночасно розв’язати задачу допускного синтезу. 

Висновки 
Розроблено методику визначення характеристик розсіяння і поглинання 

плоских електромагнітних хвиль на багатошаровій сферичній лінзі, ефек-
тивність якої підтверджена чисельними розрахунками. 
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стой сферической линзой. Разработанная мето-
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tinction versus slabs characteristics. 

 


