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К О Р Р Е Л Я Ц И О Н Н А Я  С В Я З Ь  М А Т Е М А Т И Ч Е С К О Г О  О Ж И Д А Н И Я  
И  М Е Р Ы  Т О Ч Н О С Т И  Н О Р М А Л Ь Н О Г О  

А П О С Т Е Р И О Р Н О Г О  Р А С П Р Е Д Е Л Е Н И Я

Часто для решения статистических задач необходимо учи­
тывать корреляционную связь таких неизвестных параметров 
нормального распределения, как математическое ожидание и 
мера точности, которая является величиной, обратной диспер­
сии. Определение корреляционного момента указанных случай­
ных величин имеет важное значение в статистических исследо­
ваниях.

Согласно работе [2] апостериорная плотность неизвестных 
значений математического ожидания тп и меры точности г нор­
мального распределения определяются законом нормального 
гамма-распределения

/  (т, г/х) =  Р“т1/2г<а_1/2)Г ( а Г 1 (2я)-1/2 х

X ехр {—[т (т — р)2/2 +  р] г}, (1)

где а и р  — параметры маргинального (частного) гамма-рас­
пределения случайной величины меры точности г; ц и х  — сред­
нее значение и мера точности условного нормального распреде­
ления случайной величины математического ожидания т ;  
Г (а) — гамма-функция.

Для заданного закона распределения вероятностей (1) кор­
реляционный момент К(т , г/х) определяется известной зависи­
мостью

со со

К {т, г/х) =  j  j  (m — р) (г — а/р) / (т, r/x) dmdr. (2)
•—сю О

Интеграл (2) легко раскладывается на четыре интеграла

К (т ,г/х) =  /х — / 2 — / 3 +  /4, (3)
где

сю оо со — оо

1Х =  Г mrf (т, r/x) dmdr, / 2 — а/p \  ̂ mf (т, r/x) dmdr,
— оо 0 -—°о О
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/ 3 — і’ I' рг/ (т, r/x) dmdr, /4 =  ра/р \ ( /  (т, r/x) dmdr.
—  оо 0  — оо О

€  учетом (1) интеграл 1Х можно записать таким образом:
оо оо

/х =  £  J  j  mda+ 1/2k'~Ardmdr, (4)
—■оо О

-S8



где
Е  =  р“т1/2 (2я)~1/2 Г (а)-1 , А =  т (т — р)2/2 +  р. (4а) 

Интеграл 1Х является табличным [3] и его можно представить
■ как

Ix =  Е  J  Г (а +  3/2) A ~(a+3/2>mdm; (5)
•—оо

подставляя (4а) в (5) и производя необходимые преобразова­
ния, нетрудно получить

Ix =  E l ]  [m2 -  2тц +  р2 +  2p/t]-<“+3/2)mdm; (6)
о

здесь
El =  2ЕГ (а +  3/2) (2/т)(а+3/2). (6а)

Интеграл (6) — табличный [2] и может быть записан в виде 
I1 =  E1B ( 2 ;2 a +  1)2 [1; а  +  1/2; а +  2;

1 — р2(р2 +  2р/т)-1 ], (7)
где В (2 ;2 а  +  1) — бета-функция, определяемая выражением

В (2; 2а +  1) =  Г (2) Г (2а +  1)/Г (2а +  3); (Та)

j Fj [1; а  +  1/2; а  +  2; 1 — р2 (р2 +  2р/т)-1 ] — гипергеометрическая 
функция, которую можно при соответствующих условиях выразить 
через гамма-функции

Л  [ 1; а  +  1/2; а  +  2; 1 -  р2 (р2 +  2р/т)-1 ] =

=  Г (а +  2) Г (1/2) [Г (а +  1) Г (3/2)]“ *. (76)
Если подставить (6а), (7а), (76) в (7) и произвести неслож­

ные преобразования, можно получить окончательное выражение 
для интеграла 1\

Ix =  8Е (а +  1) Г (а +  3/2) [(2а +  2) (2а +  1) тр(а+1/2) х

Х(р2т /2 р + 1 )<а+1/2)Г ' .  (8)
Интегралы / 2, /з и U можно найти аналогичным образом. 

Окончательные их значения выражаются следующими соотно­
шениями:

/ 2 =  2£а/рГ (а +  1/2) [рт/2р +
/ 3 =  ра/р, /4 =  /3. (9)

Подставляя зависимости (9) в (3) и производя несложные 
преобразования, получим выражение искомого корреляционно­
го момента

К  (пг, г/х) =  — р (т/2яр)1/2 Г (а +  1/2) [рГ (а) х

Х(р2т /2 р + 1 )(а+1/2)Г 1. (10)
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Отрицательный знак корреляционного момента К{т , г/х}~ 
объясняется тем, что с повышением меры точности г рассеива­
ние случайной величины т должно уменьшаться, а при малой 
мере точности г разброс параметра т должен быть большим.

Как известно [1], апостериорные значения параметров р, ту, 
а и р в зависимости от результатов испытаний изменяются 
согласно выражениям

Р =  (т0р0 +  пх) (т0 +  л )"1, т — (т0 +  п) г,
а  — а0 +  л/2, Р =  Ро +  nS2/2 - f  т0nV2 (т0 ~f п)~'12,

П П
где S2 =  (xt — х)2/п, v2 =  (x — р)2, х =  ^  р0, т0, а0, ро —

і —1 І— 1
априорные значения параметров, задаваемые соотношениями \і0 — 
=  F («),_а 0 =  Р  (r)/D (г), Ро =  F (r)/D (г), т0=  F (г) D "1 (т) [F2 (г) —  
— D(r)] л — число испытаний; F (т), F (г), D(m), D{r) — априор­
ные значения средних и дисперсий математического ожидания и 
меры точности.

Если подставить (11) в (10), можно найти апостериорное 
значение корреляционного момента К(т , r/х) зависимости от: 
числа проведенных испытаний.

Полученное выражение (10) определяет корреляционную 
связь математического ожидания и меры точности для нормаль­
ного распределения, которая должна учитываться при анализе 
и оценках статистических данных байесовским методом, что по­
зволяет повысить эффективность статистических исследований.
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